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Κεφάλαιο 1

Οι αλγόριθµοι και τα χαρακτηριστικά

τους

1.1 Τί είναι οι αλγόριθµοι ;

΄Ενας αλγόριθµος είναι µία συνταγή που περιγράφει µία συγκεκριµένη διαδικασία επίλυσης ενός

προβλήµατος.

Ας σκεφτούµε, για παράδειγµα, το πρόβληµα της ανεύρεσης του µεγίστου µεταξύ n πραγ-

µατικών αριθµών. Η εκτέλεση του παρακάτω αλγορίθµου παρέχει τη λύση του εν λόγω προβλή-

µατος αν ο n × 1 πίνακας A περιέχει τους n αριθµούς :

Αλγόριθµος 1. Εύρεση του µεγίστου n αριθµών 1

function max(A)

max_val:=A(1)

for i=2:n

if (max_val < A(i))

then max_val:=A(i)

endif

end

return max_val

Είναι ενδιαφέρον να σχολιάσουµε ότι η διαδικασία που περιγράφεται από έναν αλγόριθµο

πρέπει να είναι αρκετά γενική ώστε η ‘‘εκτέλεσή’’ του να οδηγεί στην επίλυση του αντίστοιχου

1Για την περιγραφή των )ηµάτων του αλγορίθµου χρησιµοποιείται παραπάνω µία ψευδογλώσσα µε σχετικά προφανή

ερµηνεία. Στην πράξη οποιαδήποτε γλώσσα προγραµµατισµού µπορεί να την αντικαταστήσει.
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προβλήµατος ανεξάρτητα από τις εκάστοτε τιµές των παραµέτρων του. Για παράδειγµα, εύκολα

µπορεί να ελεγχθεί ότι ο παραπάνω αλγόριθµος δίνει την επιθυµητή λύση ανεξάρτητα (α) του

πλήθους n και ()) των συγκεκριµένων τιµών A(i), i = 1, . . . , n. Ωστόσο είναι επιτρεπτό ένας

αλγόριθµος να δίνει τη λύση υπό καλά προσδιορισµένες συνθήκες. Για παράδειγµα ο παρακάτω

αλγόριθµος (2) λύνει το πρόβληµα εύρεσης του µεγίστου υπό τη συνθήκη A(i) � 0:

Αλγόριθµος 2. Εύρεση του µεγίστου n µη αρνητικών αριθµών

function max(A)

max_val:=0

for i=1:n

if (max_val < A(i))

then max_val:=A(i)

endif

end

return max_val

Οι αλγόριθµοι περιέχουν )ήµατα που κατά περίπτωση αντιστοιχούν σε πράξεις, προσπελάσεις

στην µνήµη, ελέγχους αληθείας διαφόρων συνθηκών (π.χ. συγκρίσεις) κ.λπ.

1.2 Χαρακτηριστικά των αλγορίθµων

∆οθέντος ενός συγκεκριµένου προβλήµατος η κατασκευή ενός αλγορίθµου, κατά προτίµηση ενός

καλού αλγορίθµου, που να προσδιορίζει την επίλυσή του είναι το αυτονόητο Fητούµενο. Στη

διαδικασία κατασκευής του αλγορίθµου ϑα αναφερόµαστε µε τον όρο σχεδίαση. Η σχεδίαση

αλγορίθµων είναι κατά )άση µια νοητική διαδικασία που όµως υποβοηθείται από µαθηµατικά

εργαλεία που επιτρέπουν τη )ελτιστοποίησή της.

Τυπικά ερωτήµατα που αντιµετωπίζονται στη ϕάση της σχεδίασης είναι :

1. Υπάρχει αλγόριθµος που επιλύει το δοσµένο πρόβληµα ;

2. Ο αλγόριθµος που σχεδιάστηκε λύνει ορθά το δοσµένο πρόβληµα ; Ως αντιπαράδειγµα, ο

αλγόριθµος (2) δεν είναι ορθός στην περίπτωση που το πρόβληµα εύρεσης του µεγίστου

επιθυµεί να καλύψει τους αρνητικούς αριθµούς.

3. Ποιό το υπολογιστικό κόστος ενός αλγορίθµου ; Μπορούµε να το (προ)υπολογίσουµε πρίν

εκτελέσουµε τον αλγόριθµο ;
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4. Υπάρχει πρακτικά χρήσιµος αλγόριθµος που επιλύει το δοσµένο πρόβληµα ; Υπάρχει δηλαδή

αλγόριθµος του οποίου το υπολογιστικό κόστος να µήν αυξάνει δραµατικά όταν µεγαλώνει

το µέγεθος του προβλήµατος ;

5. Μεταξύ δύο ορθών αλγορίθµων που σχεδιάστηκαν για να λύνουν το δοσµένο πρόβληµα ποιός

έχει το µικρότερο υπολογιστικό κόστος ;

΄Οσον αφορά στο ερώτηµα (1) η απάντηση δεν είναι πάντα καταφατική. Μπορείτε να προβληµα-

τιστείτε σχετικά αναζητώντας κάποιες αιτίες για τη µη ύπαρξη αλγοριθµικής επιλυσιµότητας. Στη

συνέχεια ϑα διερευνήσουµε την απάντηση στα ερωτήµατα (2)-(5).

1.3 Ορθότητα

΄Ενας αλγόριθµος είναι ορθός όταν ως αποτέλεσµα της εκτέλεσής του παρέχει την ορθή απάντηση

σε ένα δοσµένο πρόβληµα ανεξάρτητα των συγκεκριµένων τιµών των παραµέτρων του προβλήµατος.

Υπάρχουν δύο κυρίως τρόποι για τον έλεγχο της ορθότητας :

1. η απόδειξη µε µαθηµατικά εργαλεία (συνήθως µε τη µαθηµατική επαγωγή) και

2. ο έλεγχος της απάντησης σε ένα στατιστικά σηµαντικό πλήθος εναλλακτικών παραµέτρων

του προβλήµατος.

Σε κάθε περίπτωση η µη ορθότητα αποδεικνύεται µε την ανεύρεση έστω και ενός αντιπαραδείγµα-

τος.

Παράδειγµα 1.1. Απόδειξη της ορθότητας µε µαθηµατική επαγωγή:

΄Εστω ότι ελέγχεται η ορθότητα του αλγορίθµου (1).

Για n = 1 ο αλγόριθµος είναι ορθός γιατί η τιµή max_val = A(1) είναι προφανώς η µέγιστη.

΄Εστω ότι ο αλγόριθµος είναι ορθός για n = k. Αρκεί να δείξουµε ότι είναι ορθός και για n = k+1.

(Αν το πετύχουµε τότε σύµφωνα µε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής συνάγουµε ότι είναι ορθός

για κάθε ϕυσικό n � 1). Η εφαρµογή του αλγορίθµου σε έναν πίνακα A διαστάσεων (k + 1)× 1 µετά

από εκτέλεση του for loop για k−1 ϕορές ισοδυναµεί µε την ολοκλήηρωση του αλγορίθµου οσάν αυτός

να είχε εφαρµοστεί σε πίνακα B διαστάσεων k × 1 µε στοιχεία ταυτόσηµα προς τα πρώτα k στοιχεία

του A. Συνεπώς µέχρι αυτό το &ήµα η µεταβλητή max_val περιέχει τη µέγιστη τιµή του B. Είµαστε

σίγουροι γιαυτό δεδοµένου ότι υποθέσαµε ότι ο αλγόριθµος είναι ορθός για n = k. Ας ονοµάσουµε αυτή

την τιµή MAX_VALk. Είναι εποµένως MAX_VALk � B(i) = A(i), ∀ i = 1, . . . , k. Στην τελευταία

εκτέλεση του for loop στην µεταβλητή max_val ανατίθεται η τιµή max(MAX_VALk, A(k+1)) δηλαδή

το µέγιστο µεταξύ της τρέχουσας τιµής της και του τελευταίου στοιχείου του πίνακα A - του µόνου
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δηλαδή στοιχείου που περιλαµβάνεται στον A αλλά όχι στο B. Ως αποτέλεσµα η τελική τιµή της

max_val είναι MAX_VALk+1 � A(i), ∀ i = 1, . . . , k + 1, δηλαδή η επιθυµητή.

1.4 Υπολογιστική Πολυπλοκότητα

Ως υπολογιστική πολυπλοκότητα (computational complexity) ενός αλγορίθµου ορίζεται ο αριθµός

των στοιχειωδών υπολογισµών που πραγµατοποιούνται κατά την εκτέλεση του αλγορίθµου για την

επίλυση του αντίστοιχου προβλήµατος. Ως στοιχειώδεις υπολογισµοί µπορούν να ϑεωρηθούν οι

µεµονωµένες πράξεις (π.χ., οι ακέραιες ή πραγµατικές προσθέσεις, οι πολλαπλασιασµοί, κ.λπ.),

οι αριθµητικές συγκρίσεις ή γενικότερα οποιοδήποτε )ήµα του αλγορίθµου έχει σταθερό και

µετρήσιµο υπολογιστικό κόστος.

Η υπολογιστική πολυπλοκότητα εξαρτάται από το µέγεθος n του προβλήµατος, συνεπώς είναι

εύλογο να την ϑεωρούµε συνάρτηση της µορφής f : N → N που για κάθε συγκεκριµένο µέγεθος n

ενός προβλήµατος µας επιστρέφει το πλήθος f (n) των στοιχειωδών υπολογισµών που απαιτούνται

για την εκτέλεση του αλγορίθµου.

Παράδειγµα 1.2. Η υπολογιστική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου (1) είναι f (n) = n − 1 αν σαν

στοιχειώδη υπολογισµό ϑεωρήσουµε τη σύγκριση µεταξύ της µεταβλητής max_val και ενός στοιχείου

του πίνακα A. Εδώ το µέγεθος του προβλήµατος ταυτίζεται µε το πλήθος n των στοιχείων του πίνακα

A.

Αξίζει να επισηµάνουµε ότι για ένα συγκεκριµένο αλγόριθµο η υπολογιστική πολυπλοκότητα

εξαρτάται από την επιλογή του τύπου των στοιχειωδών υπολογισµών που επιθυµούµε να µετρή-

σουµε. ΄Ετσι στο παραπάνω παράδειγµα αν αντί των αριθµητικών "συγκρίσεων" µετρούσαµε τις

"αναθέσεις" της µορφής max_val := A(i), η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου µπορεί να ήταν δι-

αφορετική. Συνεπώς όταν αναφερόµαστε σε αριθµητική πολυπλοκότητα πρέπει να προσδιορίζουµε

και την "µονάδα µέτρησής" της.

Συχνά είναι δύσκολο ή και αδύνατο να προσδιορίσουµε την υπολογιστική πολυπλοκότητα επει-

δή ο αριθµός των απαιτούµενων στοιχειωδών υπολογισµών εξαρτάται από τα ίδια τα δεδοµένα και

όχι µόνο από το µέγεθος, n, του προβλήµατος. Σ’ αυτή την περίπτωση καταφεύγουµε συνήθως στον

προσδιορισµό της "πολυπλοκότητας στη χειρότερη περίπτωση" (worst case computational com-

plexity). Ως "πολυπλοκότητα στη χειρότερη περίπτωση" εννοούµε το µέγιστο αριθµό στοιχειωδών

υπολογισµών που είναι δυνατό να απαιτηθούν για την ολοκλήρωση του αλγορίθµου.2

2Εναλλακτικά µπορεί να χρησιµοποπιηθεί η "µέση πολυπλοκότητα" που ορίζεται ως η αναµενόµενη τιµή (µέση τιµή)

του αριθµού των στοιχειωδών υπολογισµών όταν ο αλγόριθµος εκτελεστεί σε ένα στατιστικά αντιπροσωπευτικό δείγµα

εµφανίσεων του προβλήµατος.
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Παράδειγµα 1.3. Η υπολογιστική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου (1) ως προς τις "αναθέσεις" της

µορφής max_val := A(i) δεν είναι δυνατόν να προσδιοριστεί επακριβώς. Αν για παράδειγµα τα

στοιχεία του πίνακα A τύχει να είναι τοποθετηµένα κατά ϕθίνουσα σειρά, τότε, ανεξαρτήτως του n η

πολυπλοκότητα είναι ίση µε 1 καθώς µόνο µία ανάθεση (η max_val := A(1)) πρόκειται να εκτελεστεί.

Αντίθετα αν τύχει τα στοιχεία του A να είναι τοποθετηµένα κατά αύξουσα σειρά και µάλιστα είναι

ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους, ϑα απαιτηθούν συνολικά fwc(n) = n αναθέσεις. Αυτή είναι και η

"πολυπλοκότητα στη χειρότερη περίπτωση".

Παράδειγµα 1.4. Ταξινόµηση n αριθµών µε τη µέθοδο της ϕυσαλίδας

Αλγόριθµος 3. Bubble sort: ΄Εστω n αριθµοί τοποθετηµένοι σε πίνακα A κατά τυχαία σειρά. Ο

παρακάτω αλγοριθµος τους ταξινοµεί κατά αύξουσα (για την ακρίβεια µή ϕθίνουσα) σειρά :

function bubblesort(A,n)

for j=n-1:-1:1

for i=1:j

if (A(i)>A(i+1))

then %interchange A(i)<-->A(i+1)

tmp:=A(i)

A(i):=A(i+1)

A(i+1):=tmp

endif

end

end

return A

Αν ως µονάδα πολυπλοκότητας του αλγορίθµου bubblesort χρησιµοποιηθεί η ‘‘ανάθεση’’ σε

µεταβλητές των στοιχείων του πίνακα A ή µεταβλητών σε στοιχεία του ίδιου πίνακα, τότε η εκτέ-

λεση των τριών εντολών µετά το then έχει κόστος 3. Στη χειρότερη περίπτωση 3 αυτές οι τρεις εντολές

εκτελούνται για κάθε i, δηλαδή j ϕορές. ΄Αρα το υπολογιστικό κόστος για κάθε ϕορά που εκτελείται

το εξωτερικό for loop είναι 3j και συνεπώς το συνολικό κόστος είναι :

f (n) =
n−1∑
j=1

3j =
3
2
n(n − 1) (1.1)

3για τον αλγόριθµο bubblesort η χειρότερη περίπτωση είναι όταν ο πίνακας A είναι αρχικά διατεταγµένος σε αύξουσα

σειρά
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Παράδειγµα 1.5. Συγχώνευση δύο διατεταγµένων πινάκων A, B. ΄Εστω πίνακες A, B µήκους m και

n αντίστοιχα µε στοιχεία διατεταγµένα κατά µή ϕθίνουσα σειρά. Ζητείται πίνακας C µήκους m + n

που περιέχει τα στοιχεία των δύο αρχικών επίσης διατεταγµένα κατά µη ϕθίνουσα σειρά.

Αλγόριθµος 4. ΄Εστω πίνακες A, B µήκους m και n αντίστοιχα µε στοιχεία διατεταγµένα κατά µή

ϕθίνουσα σειρά. Ο παρακάτω αλγόριθµος παράγει πίνακα C µήκους m + n που περιέχει τα στοιχεία

των δύο αρχικών επίσης διατεταγµένα κατά µη ϕθίνουσα σειρά.

function merge(A,B,m,n)

A(m+1):=INF

B(n+1):=INF

i:=1

j:=1

for k=1:m+n

if (A(i) <= B(j))

then

C(k):=A(i)

i:=i+1

else

C(k):=B(j)

j:=j+1

endif

end

return C

Οι σταθερά INF στην αρχή του αλγορίθµου αντιπροσωπεύει µια πολύ µεγάλη τιµή (µεγαλύτερη

από κάθε στοιχείο των A, B).

Είναι εύκολο να ελεγχθεί η ορθότητα του αλγορίθµου.

΄Οσον αφορά στην υπολογιστική πολυπλοκότητα : Αν ως µονάδα πολυπλοκότητας του αλγορίθµου

merge χρησιµοποιηθεί η ‘‘ανάθεση’’ στοιχείων των πινάκων A ή B σε ϑέσεις του πίνακα C, τότε κάθε

εκτέλεση του for loop έχει κόστος 1 και άρα το συνολικό κόστος του αλγορίθµου είναι f (m, n) = m+n.

Στην περίπτωση αυτή το µέγεθος του προβλήµατος εξαρτάται και από τις δύο διαστάσεις m, n.

΄Ετσι εδώ η f είναι συνάρτηση της µορφής f : N
2 → N
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1.4.1 Τάξη µεγέθους

Εξετάζοντας την υπολογιστική πολυπλοκότητα f (n) ενός αλγορίθµου είναι συχνά χρησιµότερο να

προσδιορίσουµε την τάξη µεγέθους της παρά αυτή καθ’ αυτή την ακριβή της έκφραση.

Εκφραζόµενοι κάπως ανεπίσηµα, µία συνάρτηση f (n) ανήκει στην τάξη µεγέθους O(g) της

συνάρτησης g(n), αν αυξάνεται το πολύ όσο γρήγορα αυξάνεται η g(n).

Αυστηρότερα η τάξη µεγέθους O(g) µιας συνάρτησης g : N → N ορίζεται ως το σύνολο των

συναρτήσεων που τελικά (δηλαδή για n µεγαλύτερο κάποιου συγκεκριµένου n0) ϕράσονται από

τα πάνω από ένα πολλαπλάσιο cg(n) της g(n), δηλαδή:

O(g) = {f/f : N → N και ∃ σταθερές c, n0 : f (n) � c g(n) ∀n > n0} (1.2)

΄Ενας ισοδύναµος εναλλακτικός ορισµός είναι ο ακόλουθος :

O(g) = {f/f : N → N και ∃ σταθερές c, d : f (n) � c g(n) + d, ∀n ∈ N} (1.3)

όπου η σταθερά d � maxn=1,...,n0{f (n) − c g(n)}

Από τους παραπάνω ορισµούς αν f ∈ O(g) τότε η f ανήκει και στην τάξη µεγέθους οποιασ-

δήποτε συνάρτησης h αυξάνεται γρηγορότερα από την g. Στην πράξη πάντως έχει ενδιαφέρον να

)ρούµε τη "λιγότερο αύξουσα" συνάρτηση g στης οποίας την τάξη µεγέθους ανήκει µία δεδοµένη

f .

Παράδειγµα 1.6. Τάξη µεγέθους πολυωνυµικών συναρτήσεων :

Η συνάρτηση f (n) = 2n2 + 5n + 4 ∈ O(n3). Πράγµατι, για n > 3 εύκολα διαπιστώνουµε ότι

f (n) < g(n) οπότε η συνθήκη ικανοποιείται για c = 1 και n0 = 3. Πιό χρήσιµο είναι όµως το γεγονός

ότι f ∈ O(n2). Πράγµατι, αν επιλέξουµε c = 2 + 5 + 4 = 11 και d = 4 µπορούµε εύκολα να

επαληθεύσουµε ότι f (n) � 11n2 + 4.

Η διαπίστωση αυτή γενικεύεται. Εύκολα µπορείτε να δείξετε ότι οποιαδήποτε πολυωνυµική

συνάρτηση της µορφής f (n) = aknk + ak−1nk−1 + . . . + a1n + a0 ∈ O(nk) ικανοποιώντας

τη συνθήκη της εξίσωσης (1.3) για c =
∑

i=0...k ai και d = a0.

Παράδειγµα 1.7. Τάξη µεγέθους του αλγορίθµου (3) (bubblesort): Το υπολογιστικό κόστος του

αλγορίθµου αυτού &ρέθηκε (&λ. παραπάνω) να είναι f (n) = 3
2n(n − 1) = 3

2n
2 − 3

2n ∈ O(n2).

1.4.2 Ρυθµός αύξησης

Ορίζουµε ότι δύο συναρτήσεις f (n), g(n) έχουν τον ίδιο 6υθµό αύξησης και γράφουµε f ≈ g όταν

f ∈ O(g) και ταυτόχρονα g ∈ O(f ). Η σχέση ≈ είναι σχέση ισοδυναµίας (δηλαδή ανακλαστική :

f ≈ f , συµµετρική : f ≈ g ⇒ g ≈ f και µεταβατική : f ≈ g και g ≈ h ⇒ f ≈ h).

Αν από την άλλη µεριά εάν f ∈ O(g) αλλά g /∈ O(f ) τότε ο /υθµός αύξησης της f (n) είναι

µικρότερος από το /υθµό αύξησης της g(n).

8



1.4.3 Μία χρήσιµη ιεραρχία της υπολογιστικής πολυπλοκότητας αλγορίθµων

Εύκολα µπορεί να αποδειχθεί ότι :

O(nk) ⊂ O(nk log(n)) ⊂ O(nk+1) ⊂ O(2n) ⊂ O(nn) ⊂ O(n!) . (1.4)

Συνεπώς αν για παράδειγµα ένας αλγόριθµος έχει υπολογιστική πολυπλοκότητα f (n) ≈ n log(n)

είναι προτιµότερος από έναν άλλο µε πολυπλοκότητα g(n) ≈ n2 και αυτός µε τη σειρά του είναι

προτιµότερος από έναν τρίτο µε πολυπλοκότητα h(n) ≈ 2n .

1.4.4 Σύγκριση της υπολογιστικής πολυπλοκότητας αλγορίθµων

Ας υποθέσουµε ότι δύο εναλλακτικοί αλγόριθµοι (που επιλύουν το ίδιο πρόβληµα) έχουν υπολογισ-

τικές πολυπλοκότητες f (n), g(n) όπου n το µέγεθος του προβλήµατος. Τότε ισχύουν οι παρακάτω

ποιοτικές παρατηρήσεις :

1. Αν ο /υθµός αύξησης της f (n) είναι µικρότερος από το /υθµό αύξησης της g(n) τότε µε

κριτήριο την υπολογιστική πολυπλοκότητα επιλέγεται ο δεύτερος έναντι του πρώτου.

2. Αν f ≈ g τότε η υπολογιστική τους πολυπλοκότητα είναι παρεµφερής και η τελική µεταξύ

τους επιλογή κρίνεται στις λεπτοµέρειες της προγραµµατιστικής τους υλοποίησης.

3. Οι αλγόριθµοι µε υπολογιστική πολυπλοκότητα της µορφής f (n) = aknk + ak−1nk−1 +

. . . + a1n + a0 ∈ O(nk) ονοµάζονται πολυωνυµικοί αλγόριθµοι )αθµού k. Μεταξύ δύο

πολυωνυµικών αλγορίθµων προτιµότερος είναι αυτός µε το µικρότερο )αθµό.

1.4.5 Η κλάση προβληµάτων P

Αν ένα πρόβληµα αποσκοπεί στη λήψη µίας διαδικής απόφασης (ναι/όχι) τότε λέγεται πρόβληµα

απόφασης. Από τα προβλήµατα απόφασης όσα επιδέχονται λύση από πολυωνυµικούς αλγόριθ-

µους αποτελούν την κλάση (οικογένεια) P.

1.4.6 Η κλάση προβληµάτων NP

΄Εστω ένα πρόβληµα απόφασης µεγέθους n της µορφής : "Τα δεδοµένα εισόδου A = (A(1), . . . , A(n))

ικανοποιούν τη συνθήκη C;".

Για παράδειγµα, ϑεωρήστε το εξής πρόβληµα: ∆οθέντος ενός ϕυσικού αριθµού m µε διαδιακή

αναπαράσταση a = anan−1 . . . a1, ai ∈ {0, 1} ελέγξτε αν αυτός είναι σύνθετος (έχει ακέραιους

διαιρέτες).
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΄Εστω τώρα ότι η εν λόγω συνθήκη ικανοποιείται αν )ρεθεί έστω και ένας µάρτυρας αληθείας

της. Για το προηγούµενο παράδειγµα αρκεί να )ρεθεί έστω και ένας ακέραιος που να διαιρεί τον

a.

Υποθέστε τώρα ότι ένας από µηχανής ϑεός προτείνει έναν µάρτυρα B µεγέθους m � nc

(όπου c ∈ N µία σταθερά) προκειµένου να µας απαλλάξει από τη διαδικασία ανεύρεσης που

κανονικά αποτελεί µέρος της λύσης του προβλήµατος. Για το προηγούµενο παράδειγµα έστω ότι

µας προτείνεται ο ακέραιος b = bnbn−1 . . . b1, bi ∈ {0, 1} µεγέθους m = n1 (c = 1).

Πλέον η επίλυση του αρχικού προβλήµατος περιορίζεται στον έλεγχο του κατά πόσο ο µάρτυρας

αυτός είναι όντως αξιόπιιστος. Ο εν λόγω έλεγχος αποτελεί ένα νέο πρόβληµα µε είσοδο τα δεδοµένα

του αρχικού προβλήµατος και τον προτεινόµενο µάρτυρα. Για το παράδειγµά µας το νέο πρόβληµα

έχει τη µορφή: Ελέγξτε αν ο b διαιρεί τον a.

Αν το (νέο) πρόβληµα ελέγχου του µάρτυρα ανήκει στην κλάση P, τότε ορίζουµε πως το αρχικό

πρόβληµα ανήκει στην κλάση NP.

Είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι

P ⊆ NP . (1.5)

Παραµένει ωστόσο αναπόδεικτη η εικασία ότι

P ⊂ NP . (1.6)

Η τελευταία παρατήρηση υποδηλώνει την εξής άγνοιά µας : Γνωρίζουµε µία σειρά προβληµάτων

της κλάσης NP αλλά δεν µπορούµε µε )εβαιότητα να αποκλείσουµε ότι η εξεύρεση κάποιων

καλύτερων αλγορίθµων επίλυσής τους ϑα τα κατέτασε στην κλάση P.

1.4.7 Η κλάση των NP-complete προβληµάτων

Ως συνέπεια της προαναφερθείσας άγνοιάς µας ορίζεται µία κλάση NPC δύσκολων προβλη-

µάτων µε την ονοµασία NP-complete προβλήµατα. Τα προβλήµατα της κλάσης αυτής έχουν

δύο ιδιότητες :

1. Ανήκουν στην κλάση NP

2. Αν έστω και για ένα από αυτά αποδειχθεί (στο µέλλον) ότι ανήκει στην κλάση P τότε αυ-

τοµάτως ϑα έχει αποδειχθεί ότι NPC ⊂ P, δηλαδή όλα τα NP-complete προβλήµατα ϑα

ήταν πολυωνυµικά επιλύσιµα.

1.4.8 Σχόλια και παρατηρήσεις

Από την παραπάνω συζήτηση πρέπει να έχει γίνει σαφές ότι από τα NP προβλήµατα, τα P είναι

τα εύκολα και τα NP-complete τα δύσκολα ώς προς την υπολογιστική τους πολυπλοκότητα.
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Από την άλλη µεριά µπορεί να αποδειχθεί ότι όλα τα NP προβλήµατα, περιλαµβανοµένων

και των NP-complete επιδέχονται αλγόριθµους µε πολυπλοκότητα f (n) ∈ O(2n). Είναι δηλαδή

λιγότερο ή το πολύ ισοδύναµοι µε αλγόριθµους εκθετικής πολυπλοκότητας.
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Κεφάλαιο 2

Γενικευµένοι αλγόριθµοι

Αν και κάθε συγκεκριµένο πρόβληµα επιλύεται µε τη χρήση εξειδικευµένων αλγορίθµων, υπ-

άρχουν ορισµένες οικογένειες πρότυπων αλγορίθµων µε κοινά χαρακτηριστικά όσον αφορά στη

µεθοδολογία τους και κατ’ επέκταση την υπολογιστική τους πολυπλοκότητα. Στη συνέχεια παρουσιά-

Fονται τρεις )ασικές τέτοιες οικογένειες καθώς και αντίστοιχα παραδείγµατα χρήσης τους για την

επίλυση συγκεκριµένων γνωστών προβληµάτων.

2.1 ∆ιαίρει και *ασίλευε

2.1.1 Ορισµός

Η αλγόριθµοι της οικογένειας "διαίρει και )ασίλευε" ανάγουν τη λύση ενός προβλήµατος µεγέθους

n στην επίλυση δύο υποπροβληµάτων του ίδιου τύπου µεγέθους ∼ n/2 (για την ακρίβια 
n/2�

και �n/2). Η συνολική λύση προκύπτει από το συνδυασµό των δύο επιµέρους λύσεων. Αυτή η

τακτική του "διαίρει" εφαρµόζεται αναδροµικά log2(n) ϕορές µέχρι την κατάτµηση του αρχικού

προβλήµατος σε στοιχειώδη υποπροβλήµατα µεγέθους 1.

2.1.2 Εύρεση µεγίστου µε διαίρει και *ασίλευε

Αλγόριθµος 5. Εύρεση του µεγίστου n = 2k αριθµών Ο ακόλουθος αναδροµικός αλγόριθµος υ-

λοποιεί στο συγκεκριµένο πρόβληµα τη µέθοδο διαίρει και &ασίλευε.

function maxdc[i,j]

if (i-j)<=1

then return max[A(i),A(j)]

else

medij=floor[(i+j)/2]
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max1:=maxdc[i,medij]

max2:=maxdc[medij+1,j]

return max[max1,max2]

endif

max_val:=maxdc[1,n]

΄Οσο οι δείκτες i, j διαφέρουν ο πίνακας A υποδιαιρείται αναδροµικά. Για n = 2k η διαδικασία

αυτή ϑα επαναληφθεί k − 1 ϕορές έως ότου ο A να έχει χωριστεί σε n/2 7εύγη. Τότε η αναδροµική

διαδικασία ϑα αρχίσει να επιστρέφει. Οι πρώτες τιµές που ϑα επιστραφούν ϑα είναι τα µέγιστα από

κάθε διάδα. Στη συνέχεια τα µέγιστα ανάµεσα στα αποτελέσµατα των 1ης-2ης, 3ης-4ης, κ.λπ. διάδων,

και ούτω καθεξής µέχρι τελικά να υπολογιστεί το συνολικό µέγιστο.

Η υπολογιστική πολυπλοκότητα, f (n), του αλγορίθµου (ως προς τον αριθµό συσγκρίσεων κατά τον

υπολογισµό της συνάρτησης max[x, y]) υπολογίζεται ως εξής :

f (n) =




1 n = 2

2f (n/2) + 1 n > 2
(2.1)

΄Αρα για n = 2k

f (n) = 2f (n/2) + 1 (2.2)

2f (n/2) = 4f (n/4) + 2 (2.3)

4f (n/4) = 8f (n/8) + 4 (2.4)

· · · (2.5)

2k−1f (2) = 2k−1 (2.6)

Οπότε προσθέτοντας κατά µέλη f (n) = 1 + 2 + 4 + 2k−1 = 2k − 1 = n − 1

Παρατηρούµε ότι η υπολογιστική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου (5) ισούται µε αυτήν του

αλγορίθµου (1). Ωστόσο σε άλλες περιπτώσεις η χρήση της µεθοδολογίας διαίρει και )ασίλευε

επιφέρει σηµαντική )ελτίωση.

2.1.3 Ταξινόµηση µε διαίρει και *ασίλευε

Αλγόριθµος 6. Ο αλγόριθµος αυτός ταξινοµεί n αριθµούς που περιέχονται µε αρχικά τυχαία σειρά

στον πίνακα A. ΄Εχουµε ήδη δεί ότι το ίδιο πρόβληµα λύνει ο αλγόριθµος (3) (bubblesort) µε πολυ-

πλοκότητα O(n2).

function sortdc[A,p,q]

if (p<q) then
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r:=floor[(p+q)/2 ]

sortdc[A,p,r]

sortdc[A,r+1,q]

A(p:q):=merge[A(p:r),A(r+1:q),r-p,q-r-1]

endif

Το επιθυµητό αποτέλεσµα παράγεται µε την κλήση του αλγορίθµου µε ορίσµατα :

sortdc[A,1,n]

΄Ελεγχος ορθότητας : Για απλούστευση ϑα εξετάσουµε τη συµπεριφορά του αλγορίθµου για

n = 2k. ΄Οσο οι δείκτες p, q διαφέρουν ο πίνακας A υποδιαιρείται αναδροµικά. Για n = 2k η

διαδικασία αυτή ϑα επαναληφθεί k ϕορές έως ότου ο A να έχει χωριστεί σε n στοιχειώδεις πίνακες

µήκους 1. Τότε η αναδροµική διαδικασία ϑα αρχίσει να επιστρέφει (γιατί δεν ϑα ικανοποιείται η

συνθήκη p < q). Η κλήση του αλγορίθµου merge (&λ. αλγόριθµο (4)) ϑα δηµιουργήσει αρχικά

ταξινοµηµένες διάδες, µετά ταξινοµηµένες τετράδες, οκτάδες κ.λπ. µέχρι να ταξινοµηθεί τελικά

ολόκληρος ο πίνακας A.

΄Ελεγχος πολυπλοκότητας : Η υπολογιστική πολυπλοκότητα, f (n), του αλγορίθµου (ως προς τον

αριθµό αναθέσεων υπολογίζεται αναδροµικά ως εξής :

f (n) =




2 n = 2

2f (n/2) + 2n/2 n > 2
(2.7)

οπου το κόστος 2 µονάδων για n = 2 και 2, n/2 µονάδων για n > 2 προκύπτει από την εκτέλεση

του αλγορίθµου merge[, ] για δύο πίνακες διαστάσεων 1, 1 στην πρώτη περίπτωση και n/2, n/2 στη

δεύτερη περίπτωση. Με απλή αντικατάσταση µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι λύση της εξίσωσης (2.7)

είναι η f (n) = n log(n) ∈ O(nlog(n)).

΄Οντως λοιπόν σ’ αυτή την περίπτωση η µέθοδος διαίρει και )ασίλευε )ελτίωσε την υπολογιστική

πολυπλοκότητα σε σχέση µε τον αλγόριθµο bubblesort που είχε πολυπλοκότητα O(n2).

2.2 ∆υναµικός προγραµµατισµός

2.2.1 Ορισµός

Ο δυναµικός προγραµµατισµός είναι µια αλγοριθµική µεθοδολογία που µοιάζει αρκετά µε το

διαίρει και )ασίλευε αλλά επιπρόσθετα χρησιµοποιεί ένα πίνακα καταχώρησης των ενδιάµεσων

αποτελεσµάτων για εκείνα τα υποπροβλήµατα των οποίων η επίλυση απαιτείται πολλές ϕορές.

΄Ετσι αποφεύγεται η δαπάνη της επίλυσης ξανά-και-ξανά του ίδιου προβλήµατος.
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2.2.2 Το πρόβληµα "έχω /έστα;..."

Παράδειγµα 2.1. Ο ταµίας σε ένα κατάστηµα πρέπει να δώσει 6έστα r λεπτά του Ευρώ (r ∈ N). Στο

ταµείο έχει διαθέσιµα κέρµατα συνολικού πλήθους n µε αντίστοιχες αξίες v1, v2, . . . , vn λεπτών.

Καλείται να απαντήσει στο ερώτηµα αν ένας συνδυασµός κερµάτων, απ’ αυτά που έχει, δίνει

άθροισµα r (όχι ποιά είναι αυτά τα κέρµατα).

Αλγόριθµος 7. Ο αλγόριθµος κατασκευάζει τον πίνακα S διαστάσεων (n + 1) × (r + 1) µε τιµές

TRUE/FALSE έτσι ώστε S(i, j) = TRUE όταν ένα υποσύνολο των πρώτων i κερµάτων έχει άθροισµα

ακριβώς j

Με την ολοκλήρωση του αλγορίθµου αρκεί να ελεγχθεί η τιµή S(n, r). Αν S(n, r) = TRUE τότε η

απάντηση στο ερώτηµα είναι καταφατική.

function changedp[V, r]

% Initialization

S(0,0):=TRUE

for j=1:r

S(0,j):=FALSE

end

% Main part

for i=1:n

for j=0:r

S(i,j):=S(i-1,j)

if j-V(i) >= 0 then

S(i,j):= ( S(i,j) OR S(i-1,j-V(i)) )

endif

end

end

return S(n,r)

΄Ελεγχος ορθότητας : Για να είναι S(i, j) = TRUE ϑα πρέπει στα πρώτα i κέρµατα να υπάρχει

ένα (οποιοδήποτε) υποσύνολο µε άθροισµα ακριβώς j. Τούτο µπορεί να αποφασιστεί µε &άση τα πρώτα

i − 1 κέρµατα ως έξης :

(α) Αν στα πρώτα i − 1 κέρµατα υπήρχε συνδυασµός µε άθροισµα j τότε σίγουρα ϑα υπάρχει και

στα πρώτα i.

(&) Αν αντίθετα στα πρώτα i−1 κέρµατα δεν υπήρχε τέτοιος συνδυασµός (δηλ. S(i−1, j) = FALSE)

τότε η µόνη ελπίδα είναι η προσθήκη του κέρµατος i (αξίας V (i)) να τον δηµιούργησε. Για να ισχύει
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όµως κάτι τέτοιο ϑα πρέπει (&.1) Η αξία V (i) του κέρµατος i να µήν υπερβαίνει το j. (&.2) Οπωσδήποτε

στα πρώτα i − 1 κέρµατα να υπάρχει ένα υποσύνολο που δίνει άθροισµα j − V (i) ή ισοδύναµα

S(i − 1, j − V (i)) = TRUE.

Ο παραπάνω αλγόριθµος κάνει ακριβώς αυτούς τους ελέγχους και συνεπώς είναι ορθός. Αξίζει

να σηµειωθεί ότι :

1. Οι έλεγχοι γίνονται µε τη σωστή σειρά δηλαδή η τιµή που ανατίθεται στο S(i, j) υπολογίζεται

&άσει στοιχείων του πίνακα S που έχουν νωρίτερα ενηµερωθεί.

2. Η αρχικοποίηση της πρώτης γραµµής S(0, j), j = 0, . . . , r του πίνακα είναι συµβατή µε τον

ορισµό του S καθώς µεταξύ 0 κερµάτων µόνο 0 µπορεί να είναι το άθροισµα τιµών. ΄Ετσι η

αναδροµή που περιγράφηκε παραπάνω εφαρµόζεται χωρίς πρόοβληµα από τη γραµµή S(1, j)

κι έπειτα.

΄Ελεγχος Υπολογιστικής πολυπλοκότητας : Ως µονάδα υπολογιστικής πολυπλοκότητα ϑα χρησι-

µοποιήσουµε την ανάθεση τιµής σε στοιχείο του πίνακα S.

Η αρχικοποίηση έχει κόστος O(r). Κάθε εκτέλεση του εσωτερικού for loop έχει κόστος 1 ή 2

αναθέσεων ανάλογα µε το πρόσηµο της j−V (i) δηλαδή ανήκει στην τάξη µεγέθους O(1).Η υλοποίσή

του r + 1 ϕορές λόγω του εσωτερικού for loop έχει κόστος O(r). Αυτό επαναλαµβάνεται n ϕορές

λόγω του εξωτερικού for loop και άρα το κυρίως µέρος του αλγορίθµου έχει πολυπλοκότητα στην τάξη

µεγέθους O(nr). Συνεπώς συνολικά ο αλγόριθµος έχει πολυπλοκότητα O(nr)

2.3 ΄Απληστοι αλγόριθµοι (greedy algorithms)

2.3.1 Ορισµός

Κατά την επίλυση ενός προβλήµατος )ελτιστοποίησης 1, οι άπληστοι αλγόριθµοι επιλύουν διαδο-

χικά ένα πλήθος µικρότερων προβληµάτων µε κριτήριο, σε κάθε )ήµα, το άµεσο κέρδος.

Συχνά οι άπληστοι αλγόριθµοι δεν δίνουν τη )έλτιστη λύση, άλλες ϕορές όµως την προσεγγί-

Fουν και άλλοτε την επιτυγχάνουν.

2.3.2 Βέλτιστη τοποθέτηση αρχείων σε µαγνητική ταινία

΄Εστω ότι ένα πλήθος, n, αρχείων µε µέγεθος fi , i = 1, . . . , n πρόκειται να εγγραφεί σε µαγνητική

ταινία. Η εγγραφή γίνεται χωρίς κενά µεταξύ των αρχείων. Η ανάγνωση κάθε αρχείου γίνεται

ως εξής : (α) η κεφαλή παίρνει ϑέση στην αρχή της ταινιάς, ()) για να ξεκινήσει το διάβασµα του

αρχείου J απαιτείται χρόνος ίσος (ή ανάλογος) προς το συνολικό µήκος των προηγούµενων J − 1
1ελαχιστοποίησης µιας συνάρτησης κόστους
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αρχείων. Με την υπόθεση ότι όλα τα αρχεία ϑα διαβαστούν Fητείται η )έλτιστη σειρά τοποθέτησης

των n αρχείων στην ταινία.

Αλγόριθµος 8. Ο παρακάτω αλγόριθµος &ιάζεται να τοποθετήσει σε κάθε &ήµα το µικρότερο δια-

ϑέσιµο αρχείο.

for J=1:n

choose the shortest of the remaining files

put it on the tape

end
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