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Το παρόν αποτελεί σηµειώσεις που αντιστοιχούν σε µέρος των διαλέξεων για το 
µάθηµα 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων του Τµήµατος 

Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και Μηχανικών Υπολογιστών του Αριστοτέλειου 
Πανεπιστήµιου Θεσσαλονίκης.

Το υλικό των διαλέξεων και των σηµειώσεων στηρίζεται σε µεγάλο βαθµό στην 
ύλη του βιβλίου: Harry R. Lewis and Christos H. Papadimitriou, “Elements of the 

Theory of Computation,” 2nd edition, Prentice Hall, 1998.



2

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Γλώσσες Χωρίς Συµφραζόµενα

Ορισµοί, Ιδιότητες, Αντιστοιχία µε τα 
Αυτόµατα Στοίβας (Push-Down)
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Γεννήτριες Γλωσσών 

• Γεννήτρια Γλώσσας είναι ένας µηχανισµός (αλγόριθµος) 
που µπορεί να παράγει ένα συγκεκριµένο σύνολο 
συµβολοσειρών

• Το σύνολο αυτό είναι η γλώσσα της γεννήτριας
• Οι ΚΕ είναι ένα από τα είδη γεννητριών

– π.χ. ΚΕ R=a(a*∪b*)b
– Πρώτα βάλε ένα a. Μετά κάνε ένα από τα ακόλουθα: Είτε βάλε 
έναν αριθµό από a είτε βάλε έναν οποιοδήποτε αριθµό από b. Στο 
τέλος βάλε ένα b.

• Μία γενικότερη µορφή γεννητριών είναι οι “Γραµµατικές 
Χωρίς Συµφραζόµενα” (ΓΧΣ)
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Ορισµός: Μία ΓΧΣ είναι µία τετράδα G=(V,Σ,R,S) όπου:
– V είναι ένα επεκτεταµένο αλφάβητο
– Σ είναι το σύνολο των Τερµατικών Συµβόλων (ΤΣ) δηλαδή το 
κλασσικό µας αλφάβητο. Σ ⊆V.

– R το σύνολο των κανόνων της γραµµατικής δηλαδή R⊆(V-Σ)×V* 
(όπου V* όλες οι συµβολοσειρές του V)

– S το Σύµβολο Εκκίνησης (ΣΕ) ∈V-Σ
• Το V-Σ είναι το σύνολο Μη Τερµατικών Συµβόλων (ΜΤΣ)

• Μία ΓΧΣ G γεννά συµβολοσειρές αντικαθιστώντας ΜΤΣ 
µε συνδιασµούς ΤΣ και ΜΤΣ (ή και µε την κενή 
συµβολοσειρά e ∈V*) εφαρµόζοντας τους κανόνες R. Η 
αντικατάσταση σταµατά όταν δεν υπάρχουν άλλα ΜΤΣ

• Για κάθε αντικατάσταση ∆ΕΝ ελέγχουµε ποιά σύµβολα 
υπάρχουν “τριγύρω” = Χωρίς Συµφραζόµενα

Γραµµατικές Χωρίς Συµφραζόµενα (ΓΧΣ)

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
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Παράδειγµα Λειτουργίας ΓΧΣ - 1
• Έστω G=(V,Σ,R,S) µε 

– V={S,M,A,B,a,b}
– Σ={a,b}
– R={(S,aMb), (M,A),(M,B),(A,e),(A,aA),(B,e),(B,bB)}  ισοδύναµα 
γράφουµε R={S→aMb, M→A, M→B, A→e, A→aA, B→e, B→bB}

– S=S
• Παραδείγµατα γέννεσης (παραγωγής) συµβολοσειρών:

S ⇒ aMb ⇒ aAb ⇒ aaAb ⇒ aaaAb ⇒ aaab
S ⇒ aMb ⇒ aBb ⇒ abBb ⇒ abb
S ⇒ aMb ⇒ aAb ⇒ ab

• Εύκολα φαίνεται ότι αυτή η ΓΧΣ G ταυτίζεται µε την KE R= 
a(a*∪b*)b

• ΠΡΟΣΟΧΗ: ∆εν αντιστοιχούν όλες οι ΓΧΣ σε ΚΕ
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Παράδειγµα Λειτουργίας ΓΧΣ - 2
• Έστω G=(V,Σ,R,S) µε 

– V={S,a,b}
– Σ={a,b}
– R= {S→aSb, S→e}
– S=S

• Παραδείγµατα γέννεσης:
S ⇒ aSb ⇒ ab
S ⇒ aSb ⇒ aaSbb ⇒ aabb
S ⇒ aSb ⇒ aaSbb ⇒ aaaSbbb ⇒ aaabbb

• Εύκολα φαίνεται ότι αυτή η ΓΧΣ G παράγει όλες τις 
συµβολοσειρές της µορφής anbn, όπου n θετικός ακέραιος.

• Είναι γνωστό ότι καµµία ΚΕ δεν παράγει αυτές τις 
συµβολοσειρές!

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
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Παραγωγή και Γλώσσες Χωρίς 
Συµφραζόµενα (ΓΛΧΣ)

• Συνοψίζοντας γράφουµε:
“A →G u” όταν A ∈V-Σ, u ∈V* και (A,u) ∈ R⊆(V-Σ)×V*
“u ⇒G v” όταν το v παράγεται από το u µε την
αντικατάσταση ενός ΜΤΣ του u

“u ⇒G* v” όταν το v παράγεται από το u µε διαδοχικές
αντικαταστάσεις ΜΤΣ του u (και των “παραγώγων” του)

Ο δείκτης G στους παραπάνων συµβολισµούς µπορεί να
παραληφθεί όταν είναι αυτονόητη η γραµµατική G

• Οποιαδήποτε ακολουθία w0 ⇒G w1 ⇒G … ⇒G wn 
λέγεται παραγωγή του wn από το w0 από την G

• ΓΛΧΣ L(G)={w ∈Σ*: S ⇒G* w}
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Σχέση Κανονικών Γλωσσών και 
Γλωσσών Χωρίς Συµφραζόµενα

• Κάθε Κανονική Γλώσσα είναι και ΓΛΧΣ
– Απόδειξη: Έστω κανονική γλώσσα L και 
Μ=(K,Σ,δ,s,F) το ΑΠΑ που την αποδέχεται. Τότε η 
ίδια γλώσσα παράγεται από τη ΓΧΣ G=(V,Σ,R,S) µε 

• V = K∪Σ (αντιστοιχίζουµε τις καταστάσεις σε ΜΤΣ)
• S = s
• R = {q → ap: δ(q,a) = p} ∪ {q → e: q∈F}

εύκολα φαίνεται ότι η G γεννά τις συµβολοσειρές που 
είναι αποδεκτές από το M.

• Υπάρχουν ΓΛΧΣ που ∆ΕΝ είναι Κανονικές

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
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Συντακτικά ∆έντρα (Parse Trees)

• Οι Παραγωγές συµβολοσειρών αναπαρίστανται µέσω 
Συντακτικών ∆έντρων (Σ∆):
– Κάθε κόµβος του Σ∆ αντιστοιχεί σε ένα σύµβολο του V
– Κάθε κλάδος του Σ∆ που ξεκινά από έναν κόµβο A καταλήγει σε 
κόµβους B1, B2, …, Bk αν το Α αντικαθίσταται µε χρήση του 
κανόνα A → B1B2…Bk

– Το σύµβολο εκκίνησης αντιστοιχεί στη ρίζα του Σ∆
– Τα (ακραία) φύλλα του Σ∆ είναι Τερµατικά Σύµβολα
– Η συµβολοσειρά που σχηµατίζεται από τα (ακραία) φύλλα όταν τα 
διαβάσουµε από τα αριστερά προς τα δεξιά είναι το αποτέλεσµα 
του Σ∆
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Συντακτικά ∆έντρα - Παράδειγµα

• Έστω ΓΧΣ G=(V,Σ,R,S) 
µε
– V={S,(,)}
– Σ={(,)}
– R={S→e, S→SS, S→(S)}
– S=S

• και οι παραγωγές:
1. S⇒SS⇒(S)S⇒()(S)⇒()()
2. S⇒SS⇒S(S)⇒(S)(S)⇒(S)()

⇒()()

• οι δύο αυτές παραγωγές 
αντιστοιχούν στο ίδιο Σ∆
που φαίνεται παρακάτω

S

S

S( )

S

S( )

e e
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∆ιάταξη µεταξύ Παραγωγών

• Η παραγωγή D = x1 ⇒x2 ⇒… ⇒xn προηγείται της D’ = 
x1’ ⇒x2’ ⇒… ⇒xn’ όταν
– διαφέρουν µόνο σε δύο διαδοχικά βήµατα 

• δηλαδή ⇒xk ⇒ διαφέρει από το ⇒xk’ ⇒
– στην D η αντικατάσταση των αριστερότερων ΜΤΣ γίνεται πριν 

από την αντίστοιχη αντικατάσταση στην D’
– Γράφουµε: D < D’

• Παράδειγµα: Αν
D1 = S ⇒ SS ⇒ (S)S ⇒ ((S))S ⇒ (())S ⇒ (())(S) ⇒ (())()
D2 = S ⇒ SS ⇒ (S)S ⇒ ((S))S ⇒ ((S))(S) ⇒ (())(S) ⇒ (())()
D3 = S ⇒ SS ⇒ (S)S ⇒ ((S))S ⇒ ((S))(S) ⇒ ((S))() ⇒ (())()

Τότε D1 < D2 , D2 < D3 , αλλά ΟΧΙ  D1 < D3
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Οµοιες Παραγωγές
• ∆ύο παραγωγές D1 και D2 λέγονται όµοιες όταν 
συνδέονται, απευθείας ή µέσω µιας αλυσίδας άλλων 
παραγωγών µε τις σχέσεις “<” ή “>”
– οι D1 και D3 του προηγούµενου παραδείγµατος είναι όµοιες γιατί 

D1 < D2 < D3

• Η οµοιότητα είναι σχέση ισοδυναµίας
• ∆ύο παραγωγές D1 και D2 είναι όµοιες αν και µόνο αν 
αντιστοιχούν στο ίδιο Σ∆

• Αριστερότερη (∆εξιότερη) Παραγωγή είναι αυτή που 
προηγείται (έπεται) όλων των οµοίων της
– Ισοδύναµα: Στο Σ∆ αντικαθίσταται πρώτα το πιο αριστερό (δεξιό) 
ΜΤΣ

• Είναι δυνατό µία συµβολοσειρά, w, να γεννιέται από 
περισσότερα του ενός Σ∆ = ασαφής γραµµατική 
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Αυτόµατα Στοίβας (push-down)
• Κεντρική Ιδέα:

– Όπως τα Πεπεπερασµένα Αυτόµατα (ΑΠΑ και ΜΑΠΑ) 
αντιστοιχούν 1-1 σε Κανονικές Γλώσσες, έτσι και τα Αυτόµατα 
Στοίβας αντιστοιχούν 1-1 στις Γλώσσες Χωρίς Συµφραζόµενα

– Όπως οι Γλώσσες Χωρίς Συµφραζόµενα είναι γενίκευση των 
Κανονικών Γλωσσών έτσι και τα Αυτόµατα Στοίβας είναι 
γενίκευση των Πεπερασµένων Αυτοµάτων

• Ένα Αυτόµατο Στοίβας λειτουργεί όπως ένα Πεπερασµένο 
Αυτόµατο µόνο που 
– διαθέτει µία επιπλέον µνήµη υπό τη µορφή στοίβας
– η µετάβαση στη επόµενη κατάσταση εξαρτάται από την τρέχουσα 
κατάσταση, το σύµβολο εισόδου και το περιεχόµενο τις στοίβας

• Στις επόµενες ενότητες ορίζονται τα Αυτόµατα Στοίβας και 
αναλύονται οι παραπάνω προτάσεις
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(Μη Αιτιοκρατικά) Αυτόµατα Στοίβας
• Ορισµός: Αυτόµατο Στοίβας (ΑΣ) είναι µία εξάδα 

M=(K,Σ,Γ,∆,s,F) όπου
– K πεπερασµένο σύνολο καταστάσεων
– Σ το αλφάβητο των συµβολοσειρών εισόδου
– Γ το αλφάβητο της στοίβας
– s η αρχική κατάσταση
– F το σύνολο των τελικών καταστάσεων (F⊆K)
– ∆ η σχέση µετάβασης, ∆ ⊆ (K×(Σ∪{e})×Γ*) × (Κ×Γ*)

• Τρόπος Λειτουργίας: Σε κάθε κύκλο το αυτόµατο
– διαβάζει 1 σύµβολο εισόδου, a, από το w ή κανένα σύµβολο (a=e)
– σύµφωνα µε το νόµο µετάβασης ((p,a,β),(q,γ))∈∆

• διαβάζει (και διαγράφει) από την κορυφή της στοίβας το β∈Γ* και γράφει
στην κορυφή της στοίβας ένα νέο σύµβολο/συµβολοσειρά γ∈Γ*

• µεταβαίνει σε µία νέα κατάσταση, q, ανάλογα µε το σύµβολο, a, που
διαβάστηκε,  την τρέχουσα κατάσταση, p, και το σύµβολο β

• Συµπεριφέρεται Μή Αιτιοκρατικά (πολλαπλά ενδεχόµενα)
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• Ανα πάσα στιγµή, η συνέχεια της λειτουργίας του ΑΣ ∆ΕΝ 
εξαρτάται από τα παρελθόντα σύµβολα εισόδου

• Οι µελλοντικές µεταβάσεις καθορίζονται από την ολική 
κατάσταση του ΑΣ: C = (q,w,v) ∈ K×Σ* ×Γ* όπου
– q η τρέχουσα κατάσταση
– w η υποσυµβολοσειρά που αποµένει να διαβαστεί
– v η συµβολοσειρά της στοίβας διαβασµένη από πάνω προς τα κάτω

• Οι σχέσεις “παράγει σε ένα βήµα” ( Μ) και το ανακλαστικό-
µεταβατικό της κλείσµο “παράγει” ( Μ* ) ορίζονται µεταξύ
ολικών καταστάσεων όπως και στα ΜΑΠΑ

• Υπολογισµός n βηµάτων: Η σταδιακή παραγωγή ολικών
καταστάσεων C0 Μ C1 Μ … Μ Cn

• Αποδεκτή γλώσσα του ΑΣ, L(M), είναι το σύνολο των
συµβολοσειρών εισόδου που είναι αποδεκτές από το αυτόµατο
(όµοια µε τα ΑΠΑ και ΜΑΠΑ)

(Μη Αιτιοκρατικά) Αυτόµατα Στοίβας
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Αυτόµατα Στοίβας – παράδειγµα #1
• Έστω M=(K,Σ,Γ,∆,s,F) µε

– K={s, f}, Σ = {a, b, c}, Γ = {a, b}, F = {f}
– Το σύνολο ∆ περιέχει τις ακόλουθες µεταβάσεις:

1. ((s,a,e),(s,a))
2. ((s,b,e),(s,b))
3. ((s,c,e),(f,e))
4. ((f,a,a),(f,e))
5. ((f,b,b),(f,e))

• Ο πίνακας στην επόµενη σελίδα καταγράφει 
έναν υπολογισµό για είσοδο w=abbcbba
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Αυτόµατα Στοίβας – παράδειγµα #1 (συν.)

4 (“pop a”)eef
5 (“pop b”)aaf
5 (“pop b”)babaf
3bbabbaf
2 (“push b”)bbacbbas
2 (“push b”)babcbbas
1 (“push a”)abbcbbas
-eabbcbbas

Κανόνας 
Μετάβασης που 
χρησιµοποιήθηκε

ΣτοίβαΣυµβολοσειρά που 
αποµένει να διαβαστεί

Κατάσταση

Το αυτόµατο αποδέχεται συµβολοσειρές της µορφής wcwR όπου 
w∈{a,b}*. 
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Αυτόµατα Στοίβας – παράδειγµα #2
• Έστω M=(K,Σ,Γ,∆,s,F) µε

– K={s, f}, Σ = {a, b}, Γ = {a, b}, F = {f}
– Το σύνολο ∆ περιέχει τις ακόλουθες µεταβάσεις:

1. ((s,a,e),(s,a))
2. ((s,b,e),(s,b))
3. ((s,e,e),(f,e))
4. ((f,a,a),(f,e))
5. ((f,b,b),(f,e))

• Ίδιο µε το προηγούµενο παράδειγµα εκτός του 
κανόνα 3

• Ο πίνακας στην επόµενη σελίδα καταγράφει 
έναν υπολογισµό για είσοδο w=abbbba
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Αυτόµατα Στοίβας – παράδειγµα #2 (συν.)

3 (αλλαγή κατάστασης)bbabbaf4

7
6
5

3
2
1
0

Βήµα

4 (“pop a”)eef
5 (“pop b”)aaf
5 (“pop b”)babaf

2 (“push b”)bbabbas
2 (“push b”)babbbas
1 (“push a”)abbbbas
-eabbbbas

Κανόνας Μετάβασης 
που χρησιµοποιήθηκε

ΣτοίβαΣυµβολοσειρά που 
αποµένει να 
διαβαστεί

Κατάσταση

Το αυτόµατο αποδέχεται συµβολοσειρές της µορφής wwR όπου 
w∈{a,b}*. Το αυτόµατοΜη Αιτιοκρατικά επέλεξε στο βήµα 4 να
χρησιµοποιήσει τον κανόνα 3 και όχι τον 2.
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Αυτόµατα Στοίβας και Γλώσσες Χωρίς 
Συµφραζόµενα

• Το σύνολο των ΓΛΧΣ ταυτίζεται µε το σύνολο των 
γλωσσών που αποδέχονται τα ΑΣ. Ειδικότερα:
– Κάθε ΓΛΧΣ είναι αποδεκτή από κάποιο ΑΣ

• G=(V,Σ,R,S)
• M=(K,Σ,Γ,∆,s,F)({p,q},Σ,V,∆,p,{q}) όπου p,q αυθαίρετες 
καταστάσεις και το σύνολο µεταβάσεων ∆ περιέχει:

– ((p,e,e),(q,S))
– ((q,e,A),(q,x)) για κάθε κανόνα Α→x της R
– ((q,a,a),(q,e)) για κάθε σύµβολο a∈Σ

– Κάθε γλώσσα αποδεκτή από ΑΣ είναι ΓΛΧΣ
• Είναι δυνατή (αλλά πιο περίπλοκη η κατασκευή γραµµατικής G που 
να αντιστοιχεί σε οποιοδήποτε ΑΣ M)

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Παράδειγµα κατασκευής ΑΣ από ΓΛΧΣ
• Έστω ΓΧΣ G = (V,Σ,R,S) µε 

– V={S,a,b,c}, Σ = {a, b,c}, R = {S→aSa, S→bSb, S→c}
– Η ΓΧΣ G παράγει τη γλώσσα L(G)={wcwR, w∈{a,b}*}

• Το αντίστοιχο ΑΣ είναι Μ=({p,q},Σ,V,∆,p,{q}) και 
το ∆ περιέχει τις ακόλουθες µεταβάσεις:

1. ((p,e,e),(q,S)) – προετοιµασία για εκκίνηση
2. ((q,e,S),(q,aSa)) – αντικατάσταση σύµφωνα  µε τον κανόνα 1
3. ((q,e,S),(q,bSb)) – αντικατάσταση σύµφωνα  µε τον κανόνα 2
4. ((q,e,S),(q,c)) – αντικατάσταση σύµφωνα  µε τον κανόνα 3
5. ((q,a,a),(q,e)) – pop a
6. ((q,b,b),(q,e)) – pop b
7. ((q,c,c),(q,e)) – pop c
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ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Παράδειγµα κατασκευής ΑΣ από ΓΛΧΣ (συν.)

6 (“pop b”)aaq11
6 (“pop b”)babaq10
7 (“pop c”)bbabbaq9

6 (“pop b”)Sbbacbbaq7
4cbbacbbaq8

3bSbabbcbbaq4

12

6
5

3
2
1
0

Βήµα

5 (“pop a”)eeq

3bSbbabcbbaq
6 (“pop b”)Sbabcbbaq

5 (“pop a”)Sabbcbbaq
2aSaabbcbbaq
1Sabbcbbaq
-eabbcbbap

Κανόνας Μετάβασης 
που χρησιµοποιήθηκε

ΣτοίβαΣυµβολοσειρά που 
αποµένει

Κατάσταση

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Πράξεις Γλωσσών Χωρίς Συµφραζόµενα

Θεώρηµα:
• Το σύνολο των ΓΛΧΣ είναι κλειστό ώς προς τις (µεταξύ 

γλωσσών) πράξεις
1. ένωση
2. παράθεση
3. Kleene star

• Το σύνολο των ΓΛΧΣ ∆ΕΝ είναι κλειστό ώς προς τις 
(µεταξύ γλωσσών) πράξεις

1. τοµή
2. συµπλήρωµα
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ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Ένωση ΓΛΧΣ

• Έστω δύο ΓΛΧΣ L(G1) και L(G2) µε 
G1=(V1,Σ1,R1,S1) και G2=(V2,Σ2,R2,S2) τότε 
υπάρχει ΓΧΣ G=(V,Σ,R,S) τέτοια ώστε L(G)= 
L(G1)∪L(G2).

• Η παραπάνω γραµµατική, G, κατασκευάζεται ως 
εξής:
– V= V1 ∪V2 ∪{S}
– Σ= Σ1 ∪Σ2

– R= R1 ∪R2 ∪{S→S1, S→S2} (αποδείξτε το)

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Παράθεση ΓΛΧΣ

• Έστω δύο ΓΛΧΣ L(G1) και L(G2) µε 
G1=(V1,Σ1,R1,S1) και G2=(V2,Σ2,R2,S2) τότε 
υπάρχει ΓΧΣ G=(V,Σ,R,S) τέτοια ώστε L(G)= 
L(G1)L(G2).

• Η παραπάνω γραµµατική, G, κατασκευάζεται ως 
εξής:
– V= V1 ∪V2 ∪{S}
– Σ= Σ1 ∪Σ2

– R= R1 ∪R2 ∪{S→S1S2} (αποδείξτε το)
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ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Kleene Star ΓΛΧΣ

• Έστω ΓΛΧΣ L(G1) µε G1=(V!,Σ1,R1,S1) τότε 
υπάρχει ΓΧΣ G=(V,Σ,R,S) τέτοια ώστε L(G)= 
L(G1)*.

• Η παραπάνω γραµµατική, G, κατασκευάζεται ως 
εξής:
– V= V1 ∪{S}
– Σ= Σ1

– R= R1 ∪ {S→e, S→SS1} (αποδείξτε το)

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Κανονική Μορφή Chomsky (KMC)

• Η ΓΧΣ G=(V,Σ,R,S) είναι στην KMC όταν 
R⊆(V-Σ)×V2

– δηλαδή όλοι οι κανόνες είναι στη µορφή A→BC όπου Α ΜΤΣ (A 
∈V-Σ) και B,C ∈V

– υπενθύµιση: στη γενική περίπτωση ΓΧΣ είναι
R⊆(V-Σ)×V*

– θα δειχθεί στη συνέχεια ότι:
• για κάθε ΓΧΣ υπάρχει µία “σχεδόν” ισοδύναµη γραµµατική KMC
• αν η γραµµατική G είναι στην KMC, είναι αλγοριθµικά εύκολος

(πολυωνυµικής πολυπλοκότητας) ο έλεγχος του αν µία συµβολοσειρά
x ∈L(G) µε τη µέθοδο του ∆υναµικού Προγραµµατισµού



15

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Μετατροπή σε ΚΜC
Θεώρηµα:
Για κάθε ΓΧΣ G υπάρχει ΓΧΣ G’ στην KMC τέτοια ώστε 

L(G’) = L(G) – (Σ∪{e}).
∆ηλαδή από την L(G’) λείπουν µόνο όσες συµβολοσειρές w έχουν 

µήκος |w| ≤1.
Απόδειξη:
Εντοπίζουµε στην G τους κανόνες που αντιβαίνουν τις 

συνθήκες της KMC, δηλαδή:
1. Μακριοί κανόνες: A→B1B2…Bn, n≥3
2. Κανόνες προς το κενό: A→e
3. Κοντοί κανόνες: A→B

και σταδιακά τους εξαλείφουµε (βλ. παρακάτω)

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Μετατροπή σε ΚΜC – εξάλειψη 
µακριών κανόνων

• Αντικαθιστούµε τους κανόνες της µορφής 
A→B1B2…Bn, n≥3 µε τους ακόλουθους n-1 
κανόνες:
– A→B1Α1

– A1→B2Α2

– ...
– An-2→Bn-1Bn όπου A1, A2, ..., An νέα ΜΤΣ

• Η ΓΧΣ που προκύπτει είναι ακριβώς ισοδύµανη
µε την αρχική.
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ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Μετατροπή σε ΚΜC – εξάλειψη 
κανόνων προς το κενό

• Υπολογίζουµε το σύνολο των “υπό διαγραφή 
ΜΤΣ” E={A∈V-Σ: Α ⇒* e }

WHILE υπάρχει κανόνας A→α µε α ∈Ε* AND A∉E
DO πρόσθεσε το A στο Ε

• Όταν υπολογιστεί το Ε
– ∆ιαγράφουµε όλους τους κανόνες της µορφής A→e
– Για κάθε κανόνα της µορφής A→BC ή A→CB µε Β∈Ε
προσθέτουµε έναν κανόνα A→C

• Από τη ΓΛΧΣ που αντιστοιχεί στη νέα ΓΧΣ λείπει
µόνο το e (δε µπορεί πλέον να παραχθεί)

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Μετατροπή σε ΚΜC – εξάλειψη κοντών 
κανόνων

• Για κάθε A∈V υπολογίζουµε το σύνολο των συµβόλων που
παράγονται από το A: D(A)={B∈V: Α ⇒* B }

Αρχικοποίηση: D(A)={A}
WHILE υπάρχει κανόνας B→C µε B ∈D(A) AND C∉D(A)
DO πρόσθεσε το C στο D(A)

– Παρατήρηση: Α∈D(A) για κάθε ΜΤΣ Α και D(α)={α} για κάθε ΤΣ α
• Μετά

– ∆ιαγράφουµε όλους τους κοντούς κανόνες
– Αντικαθιστούµε όλους τους κανόνες A→BC µε όλους τους δυνατούς
κανόνες A→B’C’ µε B’∈D(B) και C’∈D(C)

– Για κάθε κανόνα A→BC µε Α∈D(S)-{S} προσθέτουµε τον κανόνα
S→BC

• Από τη ΓΛΧΣ που αντιστοιχεί στη νέα ΓΧΣ λείπουν µόνο τα α
∈Σ (συµβολοσειρές µήκους 1 δε µπορεί πλέον να παραχθούν)
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ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Μετατροπή σε ΚΜC – Παράδειγµα
• Εστω ΓΧΣ G µε κανόνες R={S→SS, S→(S), S→e} που 
παράγει τη γλώσσα των ταιριασµένων παρενθέσεων.

• Εξάλειψη µακριών κανόνων:
– Αντικαθιστούµε τον S→(S) µε τους S→(S1 και S1→S),
– οπότε προκύπτουν οι κανόνες R={S→SS, S→(S1, S1→S), S→e} .

• Εξάλειψη κανόνων προς το κενό
– Υπολογίζουµε ότι Ε={S},
– οπότε προκύπτουν οι κανόνες R={S→SS, S→(S1, S1→S), S→S, 

S→)} και επειδή ο S→S δεν προσφέρει τίποτε έχουµε R={S→SS, 
S→(S1, S1→S), S1→) }. 

• Εξάλειψη κοντών κανόνων
– Υπολογίζουµε ότι D(S1)={S1,)}, D(S)={S}, D( ) )={)}, D( ( )={(},
– οπότε λαµβάνοντας υπόψη µόνο το “µη τετριµµένο” D(S1)={S1,)} 
προκύπτουν οι κανόνες R={S→SS, S→(S1, S1→S), S→()} όπου ο 
S→() προστέθηκε επειδή S→(S1 και ) ∈D(S1).

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Πολυπλοκότητα Μετατροπής σε ΚΜC
• Έστω ΓΧΣ G µεγέθους n

– “µέγεθος, n, της γραµµατικής G” εννούµε το µήκος µιας 
συµβολοσειράς που περιγράφει την G. Πρακτικά, n≈(το συνολικό
µήκος των συµβολοσειρών που αναπαριστούν τους κανόνες της G)

• Εξάλειψη µακριών κανόνων
– πολυπλοκότητα = Ο(n)
– η νέα γραµµατική έχει µέγεθος O(n)

• Εξάλειψη κανόνων προς το κενό
– πολυπλοκότητα = O(n2) για τον υπολογισµό του Ε + O(n) για την 
προσθήκη των κανόνων

• Εξάλειψη κοντών κανόνων
– πολυπλοκότητα = O(n3)

• ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗ ΣΥΝΟΛΙΚΗ ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑ 
O(n3)
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ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

∆υναµικός Προγραµµατισµός

• Οι αλγόριθµοι ∆υναµικού Προγραµµατισµού λύνουν ένα 
πρόβληµα ξεκινώντας από µικρότερα προβλήµατα και 
φτάνοντας, αναδροµικά, στη λύση του τελικού

• Αν G’ ΓΧΣ στην ΚΜC τότε ο έλεγχος 
“x ∈ L(G’) ;”

επιτυγχάνεται µε ∆υναµικό Προγραµµατισµό
– Ελέγχουµε τις υποσυµβολοσειρές του x αρχίζοντας από αυτές 

µήκους 1
– Επειδή η G’ είναι στην ΚΜC το x ∈ L(G’) αν και µόνο αν
υπάρχουν B,C ∈ L(G’) ώστε x=BC

– Ο αλγόριθµος περιγράφεται στη συνέχεια ...

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Έλεγχος “x ∈ L(G’) ;” για G’ στην ΚΜC
• Έστω ότι η συµβολοσειρά x=x1x2…xn (xi∈Σ) µε µήκος n.
• Ορίζουµε N[i, i+s] = {σύµβολα του V που παράγουν την 
υποσυµβολοσειρά xi…xi+s}

• Υπολογίζουµε αναδροµικά τα N[i, i+s] για κάθε 
υποσυµβολοσειρά µήκους s+1 (s=1…n-1) µε βάση τα ήδη 
υπολογισµένα, Ν[i,k], N[k+1,i+s], (που αντιστοιχούν σε ζεύγη 
υποσυµβολοσειρών, xi…xk, xk+1…xi+s, που την αποτελούν)

Αρχικοποίηση: FOR i=1…n DO N[i,i]={xi}
FOR s=1…n-1 DO

FOR i=1…n-s DO
FOR k=1…i+s-1 DO

IF υπάρχει κανόνας A→BC µε B∈N[i,k] AND C∈N[k+1,i+s]
THEN πρόσθεσε το A στο N[i,i+s]

• Το x ∈L(G’) αν και µόνο αν S ∈N[1,n]
• Πολυπλοκότητα: Ο(|x|3|G’|) Πολυωνυµική !
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ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Παράδειγµα ελέγχου
• Έστω η G’ στην KMC που είχε παραχθεί στο 
προηγούµενο παράδειγµα µε κανόνες 

R={S→SS, S→(S1, S1→S), S→()}
και η συµβολοσειρά x = ( ( ) ( ( ) ) )

• Κάθε κελί (i,j) του παρακάτω πίνακα περιέχει τα στοιχεία 
του συνόλου N(i,j) όπως υπολογίζονται από τον αλγόριθµο
– Ο υπολογισµός ξεκινά από τα διαγώνια στοιχεία
– προχωρά σε διαδοχικές δευτερεύουσες διαγωνίους
– ο υπολογισµός κάθε κελιού χρησιµοποιεί µόνο τα κελιά που 
βρίσκονται

• στην ίδια γραµµή και αριστερά
• στην ίδια στήλη και προς τα πάνω

• Το κελί (1,n) που αντιστοιχεί στο N(1,n) συµπληρώνεται 
τελευταίο. Στο παράδειγµα περιέχει το S, άρα x ∈ L(G’).

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Παράδειγµα ελέγχου (συν.)

87654321

S∅∅∅∅∅∅(1

S1S∅∅∅S(2

∅∅∅∅∅)3

S1S∅∅(4

∅S1S(5

∅∅)6

∅)7

)8

Για παράδειγµα στον 
υπολογισµό του N(4,7) 
ελέγχουµε διαδοχικά αν υπάρχει 
κανόνας A→BC µε 

• B∈N(4,4) και C∈N(5,7)
• υπάρχει ο S→(S1

• B∈N(4,5) και C∈N(6,7)
• δεν υπάρχει

• B∈N(4,6) και C∈N(7,7)
• δεν υπάρχει

Άρα N(4,7) ={S}
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Αλγόριθµοι για ΓΛΧΣ

1. ΓΧΣ G=(V,Σ,R,S) → ΑΣ M=(K,Σ,Γ,∆,s,F)
πολυπλοκότητα: πολυωνυµική

2. ΑΣ M=(K,Σ,Γ,∆,s,F) → ΓΧΣ G=(V,Σ,R,S)
πολυπλοκότητα: πολυωνυµική

3. έλεγχος για το αν η συµβολοσειρά x ∈L(G) 
όπου G=ΓΧΣ
πολυπλοκότητα: πολυωνυµική (=µετατροπή της G σε

KMC + ∆υναµικός προγραµµατισµός)

ΑΠΘ/ΤΗΜΜΥ/2001-2 771 Η - Θεωρία Υπολογισµών και Αλγορίθµων ∆ιδάσκων: 
Α. Ντελόπουλος

Αιτιοκρατικά Αυτόµατα Στοίβας (ΑΑΣ)
• Ένα ΑΣ Μ είναι αιτιοκρατικό όταν από κάθε ολική 
κατάσταση Cn µπορεί να προκύψει το πολύ µία επόµενη 
κατάσταση Cn+1

• Μία γλώσσα L λέγεται Αιτιοκρατική Γλώσσα Χωρίς 
Συµφραζόµενα (ΑΓΛΧΣ) όταν υπάρχει ΑΑΣ Μ τέτοιο ώστε

L$ = L(M)
όπου το νέο σύµβολο (delimiter) $∉Σ σηµατοδοτεί το τέλος των 

συµβολοσειρών που παραδίδονται στο αυτόµατο

• Υπάρχουν ΑΣ που ∆ΕΝ είναι (ούτε ισοδυναµούν µε) ΑΑΣ
– αντιπαράβαλε µε τη σχέση ΑΠΑ/ΜΑΠΑ

• Υπάρχουν ΓΧΣ που ∆ΕΝ είναι Αιτιοκρατικές


