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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Τί είναι η Γραφική µε Υπολογιστές ;

Η Γραφική µε Υπολογιστές, ορολογία που προέρχεται από µετάφραση της αγγλικής Computer

Graphics, είναι ο κλάδος της επιστήµης των υπολογιστών που ασχολείται µε τη µεθοδολογία

δηµιουργίας συνθετικών οπτικών αναπαραστάσεων σε ψηφιακή µορφή. Προορισµός των ανα-

παραστάσεων αυτών είναι κατά περίπτωση η προβολή τους στις οθόνες υπολογιστών, η προβολή

τους µε τη χρήση προβολέων �ίντεο, η εµφάνισή τους στην τηλεόραση, η εκτύπωσή τους σε χαρτί

ή και σε κινηµατογραφικό ϕιλµ.

Συνεπώς η Γραφική µε Υπολογιστές ασχολείται µε το πώς η περιγραφή ενός µοντέλου που έχει

περιγραφεί από τον άνθρωπο/χρήστη µπορεί να µετατραπεί σε ψηφιακή είκόνα προκειµένου να

αποτυπωθεί σε ένα από τα προαναφερθέντα µέσα. Μερικά τυπικά παραδείγµατα-εφαρµογές ίσως

είναι πιο διαφωτιστικά :

1. Η εµφάνιση/εκτύπωση κειµένου.

2. Η χάραξη γραφικών παραστάσεων ή σχεδίων.

3. Η ¨ρεαλιστική΅ αποτύπωση τρισδιάστων συνθετικών αντικειµένων (µακέτες) σε εφαρµογές

CAD.

4. Η αποτύπωση (κινούµενων) συνθετικών χαρακτήρων (ανθρωπόµορφων ή όχι) ή/και συν-

ϑετικού περιβάλλοντος (αντικείµενα, κτίρια, ϕωτισµός, σκιές) σε �ίντεο ή ϕιλµ.

5. Η προβολή συνθέσεων όπως οι παραπάνω στην οθόνη υπολογιστή (π.χ. computer games).

Αξίζει να επισηµάνουµε ότι οι εφαρµογές αυτού του είδους έχουν τη σηµαντικότατη επιπλέον

απαίτηση για ταχεία - real time - οπτική αναπαραγωγή.
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1.2 Είναι αυτό επιστήµη;

Περιδιαβαίνωντας ένα οποιοδήποτε τεχνικό �ιβλιοπωλείο, είναι αλήθεια ότι, στα �άφια µε την

ένδειξη γραφική µε υπολογιστές ϑα συναντήσει κανείς µία πληθώρα �ιβλίων που στην πραγ-

µατικότητα είναι εγχειρίδια χρήσης πακέτων λογισµικού που χρησιµοποιούνται για τη σχεδίαση

και αναπαραγωγή συνθετικών κόσµων όπως οι προαναφερθέντες. Είναι επίσης αλήθεια ότι η

γραφική µε υπολογιστές έχει, στην κοινή γλώσσα, ταυτιστεί µε την τέχνη και την τεχνική των

χειριστών των εν λόγω προγραµµάτων.

Ωστόσο, αυτό που αληθινά απασχολεί την επιστήµη της γραφικής µε υπολογιστές είναι :

• Η σχεδίαση δοµών δεδοµένων για την εύχρηστη αναπαράσταση των συνθετικών µοντέλων και

των ιδιοτήτων τους.

• Η επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων, κυρίως, αναλυτικής γεωµετρίας, γραµµικής άλγε-

�ρας και µαθηµατικής ανάλυσης.

• Η σχεδίαση αλγορίθµων που διαχειρίζονται τις παραπάνω δοµές δεδοµένων και αξιοποιούν

τις λύσεις των προαναφερθέντων µαθηµατικών προβληµάτων.

• Η σχεδίαση του κατάλληλου hardware για την ταχεία υλοποίηση των αλγορίθµων.

Στο παρόν κείµενο ϑα επικεντρώσουµε στα τρία πρώτα στοιχεία και ϑα αναφερθούµε στο hardware

µόνο αποσπασµατικά, όπου η αναφορά αυτή απαιτείται για την κατανόηση των σχεδιαστικών

επιλογών των αντίστοιχων αλγορίθµων.

1.3 Ο κύκλος 
ωής των γραφικών

΄Εχει ήδη αναφερθεί ότι ένα ολοκληρωµένο σύστηµα γραφικών χρησιµοποιείται για να παράγει

και προβάλλει εικόνες (ακίνητες ή κινούµενες) που έχει συνθέσει ένας αρχικός δηµιουργός (de-

signer) και στις οποίες έχει ενδεχοµένως παρέµβει κάποιος άλλος χρήστης (user) του συστήµατος.

΄Οσον αφορά στο ίδιο το σύστηµα γραφικών, η λειτουργία του µπορεί να αναλυθεί σε τέσσερα

υποσυστήµατα. Ο διαχωρισµός αυτός - αν και όχι πάντοτε ευδιάκριτος - �οηθά στην κατανόηση

της ακολουθούµενης µεθοδολογίας. Η διαδοχή των τεσσάρων υποσυστηµάτων αναπαρίσταται στο

Σχήµα 1.1 και αναλύεται παρακάτω.

1.3.1 Modeling

Το πρώτο στάδιο στη λειτουργία του συστήµατος γραφικών είναι η περιγραφή της ιδέας του

δηµιουργού µέσω της κατασκευής ενός µοντέλου που την περιγράφει.
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Σχήµα 1.1: Ο κύκλος 
ωής των γραφικών

Ακόµη και στην απλούστερη εφαρµογή γραφικής µε υπολογιστές - όπως αυτή της δηµιουργίας

µίας σελίδας κειµένου που στο τελικό στάδιο της διαδικασίας ϑα τυπωθεί σε χαρτί - ο δηµιουργός

προετοιµάζει καταγράφει τη σύλληψη της ιδέας του υπό τη µορφή χαρακτήρων (ASCII) εµ-

πλουτισµένων µε τυπογραφικού είδους πληροφορίες όπως αυτές του τί είδους font ϑα χρησι-

µοποιηθεί, πώς επιθυµεί να γίνει η στοίχιση των γραµµών, τί ϕόντο ϑα χρησιµοποιηθεί κ.λπ.

Σε πιο σύνθετες εφαρµογές, όπως αυτή της κατασκευής µίας �ιοµηχανικής ή αρχιτεκτονικής

µακέτας µε τη χρήση υπολογιστή (CAD) ο δηµιουργός αναλαµβάνει να περιγράψει αρκετά πιο σύν-

ϑετα µοντέλα τα οποία έχουν πολύ πλουσιότερες ιδιότητες όπως αυτές του τρισδιάστατου σχήµατος,

του χρώµατος, της υφής (texture), του ϕωτεισµού, της στιλπνότητας, κ.λπ.

΄Οταν µάλιστα εξετάσουµε εφαρµογές γραφικών που εµπεριέχουν κίνηση, στις παραπάνω

ιδιότητες προστίθενται κινηµατικές ϕυσικές ιδιότητες όπως η αδράνεια, η ελαστικότητα, ο συν-

τελεστής τριβής κ.λπ.

Τέλος, αν ο δηµιουργός επιθυµεί να επιτρέπει τη 
ωντανή αλληλεπίδραση του τελικού χρήστη

µε το δηµιούργηµά του, τότε πρέπει να επαυξήσει τις ιδιότητές του µε µεθόδους αλληλεπίδρασης.

Για παράδειγµα σε εφαρµογές όπως αυτές των computer games το µοντέλο πρέπει να εµπεριέχει

την πληροφορία του τι ϑα κάνει όταν ο χρήστης δώσει τη µία ή την άλλη εντολή.

Μερικές παρατηρήσεις είναι χρήσιµες στο σηµείο αυτό :

1. Κατά τη ϕάση της µοντελοποίησης καταγράφεται µε δοµηµένο τρόπο η ιδέα που έχει ο

δηµιουργός για το τελικό προϊόν του συστήµατος γραφικών χωρίς όµως στο στάδιο αυτό

να υπάρχει οπτικοποίηση του αποτελέσµατος. Θεωρητικά ένας τυφλός δηµιουργός µπορεί

άριστα να ϕέρει σε πέρας τη διαδικασία της µοντελοποίησης µε την ίδια λογική που ένας

κουφός συνθέτης µπορεί να καταγράψει την έµπνευσή του σε παρτιτούρες χωρίς να ακούει

το ηχητικό του δηµιούργηµα. Στην πράξη �έβαια τα περισσότερα συστήµατα γραφικών
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υποστηρίζουν το στάδιο της µοντελοποίησης παρέχοντας στο δηµιουργό ένα είδος ανατρο-

ϕοδότησης σπεύδοντας να µιµούνται (έστω και σε χαµηλή ποιότητα) τα τρία επόµενα στάδια

του συνολικού συστήµατος γραφικών (�λ. WYSIWYG word processors).

2. Κατά τη δηµιουργία του µοντέλου ο δηµιουργός (επανα)χρησιµοποιεί έτοιµα δοµικά στοιχεία

τα οποία ανακαλεί χωρίς να χρειάζεται να τα δηµιουργήσει. ΄Ετσι για παράδειγµα, επιλέγει

τη χρήση κάποιου ϕοντ όταν στοιχειοθετεί ένα κείµενο ή χρησιµοποιεί επιµέρους µοντέλα

αντικειµένων (έπιπλα, δένδρα, αυτοκίνητα) όταν προετοιµάζει ένα αρχιτεκτονικό µοντέλο.

3. Για την περιγραφή του µοντέλου απαιτείται µία γλώσσα περιγραφής. Επιπλέον στην πράξ-

η χρησιµοποιείται εξειδικευµένο λογισµικό ώστε να διευκολύνεται και να γίνεται πιό δι-

αισθητική η κατασκευή του µοντέλου. Το αποτέλεσµα αποθηκεύεται συνήθως υπό τη µορφή

ψηφιακού αρχείου. Τα αρχεία τύπου .html αποτελούν παράδειγµα αποθηκευµένων µοντέλ-

ων στοιχειοθετηµένου κειµένου µε γλώσσα περιγραφής την HTML. Αντίστοιχα τα αρχεία των

προγραµµάτων CAD αποτελούν παράδειγµα αποθηκευµένων τρισδιάστατων µοντέλων.

1.3.2 Εφαρµογή Γραφικών

΄Εχοντας δεδοµένο το µοντέλο η εφαρµογή γραφικών αναλαµβάνει :

1. Να προσδιορίσει τις τιµές των ελεύθερων παραµέτρων του µοντέλου. Για παράδειγµα,

τη µεγέθυνση υπό την οποία ϕαίνονται οι χαρακτήρες σε ένα κείµενο, τη γωνία ϑέασης

ενός τρισδιάστατου µοντέλου/µακέτας, τη σχετική ϑέση των αντικειµένων σε εφαρµογές

videogames κ.λπ. Ο προσδιορισµός των παραµέτρων, ανάλογα µε την εφαρµογή µπορεί

να γίνει από το δηµιουργό ή/και από τον τελικό χρήστη του συστήµατος γραφικών.

2. Να αντικαταστήσει τις αναφορές σε έτοιµα δοµικά στοιχεία µε την πλήρη περιγραφή τους

λαµβάνοντας µάλιστα υπόψη τις τρέχουσες τιµές των παραµέτρων του συνολικού µοντέλου

(π.χ., γωνία ϑέασης).

3. Να δηµιουργήσει, όπου χρειάζεται, τη διδιάστατη περιγραφή του µοντέλου όχι όµως και

τη διδιάστατη απεικόνισή του. Για παράδειγµα ένα ευθύγραµµο τµήµα του τρισδιάστατου

χώρου που περιγράφεται στο µοντέλο µέσω των συντεταγµένων των άκρων του προβάλλεται

σε ένα ευθύγραµµο τµήµα του διδιάστατου επιπέδου παρατήρησης και προσδιορίζονται και

πάλι οι διδιάστατες συντεταγµένες των άκρων. ∆εν καθορίζονται όµως ποιά pixels της οθόνης

ϑα χρωµατιστούν για να αναπαραστήσουν το προβεβληµένο ευθύγραµµο τµήµα.
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1.3.3 Υποσύστηµα ∆ηµιουργίας Γραφικών (Graphics Generation)

Το Υποσύστηµα ∆ηµιουργίας Γραφικών παραλαµβάνει την τρέχουσα αναλυτική περιγραφή του µον-

τέλου, όπως έχει υπολογιστεί από την Εφαρµογή Γραφικών, και τη απεικονίζει σε µία διδιάστατη

εικόνα έτοιµη να προβληθεί / αποτυπωθεί στην έξοδο του συστήµατος γραφικών. Η εικόνα αυτή

αποθηκεύεται προσωρινά σε µία γρήγορη τοπική µνήµη.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι το σύνορο µεταξύ των λειτουργιών της Εφαρµογής Γραφικών και του

Υποσυστήµατος ∆ηµιουργίας Γραφικών δεν είναι αυστηρά καθορισµένο. Επειδή το Υ∆Γ είναι

συνήθως υλοποιηµένο σε harware, σηµαντική �ελτίωση της ταχύτητας του συνολικού συστήµατος

επιτυγχάνεται όταν το Υ∆Γ είναι σε ϑέση να δέχεται περιγραφές υψηλού επιπέδου. Για παράδειγµα,

αν αντί για την Εφαρµογή Γραφικών αναλαµβάνει το Υ∆Γ την προβολή των τρισδιάστατων σχηµάτων

στο διδιάστατο επίπεδο παρατήρησης η ταχύτητα του συνολικού συστήµατος αυξάνεται σηµαντικά.

1.3.4 Απεικόνιση Γραφικών - Display

Η �αθµίδα Απεικόνισης Γραφικών αποτελεί την τελική έξοδο του Συστήµατος Γραφικών. Πρόκειται

συνήθως για µία συσκευή (οθόνη, προβολέας, εκτυπωτής) που παραλαµβάνει τη διδιάστατη εικόνα

που δηµιούργησε το Υ∆Γ και την προβάλει στο κατάλληλο µέσο (επιφάνεια οθόνης, πέτασµα, χαρτί,

film).
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Κεφάλαιο 2

Υποσύστηµα Απεικόνισης Γραφικών

(Display)

2.1 Οι χρησιµοποιούµενες Συσκευές

(Η ενοτητα αυτη δεν θα περιληφθει στις σηµειωσεις του ακαδηµαϊκου ετους 2003.)

2.2 Αναπαράσταση του Χρώµατος

Το Υποσύστηµα Απεικόνισης Γραφικών επιτυγχάνει να δώσει στους χρήστες την αίσθηση του χρώ-

µατος κάθε σηµείου της απεικονιζόµενης σκηνής µέσω της εκποµπής ενός µείγµατος σχεδόν µονο-

χρωµατικών �ασικών χρωµάτων. Χάρη σε µια ατέλεια του ανθρώπινου αισθητηρίου της όρασης,

το µείγµα αυτό µπορεί να δώσει υποκειµενικό αίσθηµα ίδιο µε το αίσθηµα µιας επιθυµητής χρω-

µατικής απόχρωσης. Τα �ασικά χρώµατα που χρησιµοποιούνται στα Υποσυστήµατα Απεικόνισης

είναι συνήθως τρία και έχουν µήκη κύµατος που �ρίσκονται στις περιοχές του Κόκκινου (R), του

Πράσινου (G) και του Μπλε (B).

2.2.1 Ο µηχανισµός προσέγγισης του Χρώµατος από µείγµα �ασικών χρωµάτων

Η χρωµατική πληροφορία µίας σηµειακής ϕωτεινής πηγής αναπαρίσταται µέσω ενός διανύσµατος

τριών χρωµατικών συνιστωσών. Η αναπαράσταση αυτή γίνεται εφικτή χάρη στη ϕυσιολογία του

ανθρώπινου αισθητηρίου της όρασης. Η αίσθηση του χρώµατος προκύπτει από το συνδυασµό

του ερεθίσµατος που δέχονται τρεις διαφορετικοί τύποι κονίων (κύτταρα διάσπαρτα στον αµφιβλη-

στροειδή του µατιού). Κάθε τύπος κονίου έχει διαφορετική συχνοτική απόκριση όταν διεγείρεται

από το ορατό ϕως (Με µήκη κύµατος λ ∈ [λmin, λmax ] όπου λmin ≈ 360nm και λmax ≈ 830nm). Αν

µία ϕωτεινή πηγή έχει ϕασµατικό περιεχόµενο f (λ) τότε το ερέθισµα που ϕτάνει στον εγκέφαλο
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Σχήµα 2.1: Αποκρίσεις συχνότητας (si(λ), i = 1, 2, 3) στην περιοχή του ορατού ϕάσµατος. Οι

συναρτήσεις απόκρισης µεγιστοποιούνται κατά σειρά στις περιοχές του κόκκινου (R), πράσινου

(G) και µπλε (B).

ισοδυναµεί µε το διάνυσµα,

c =




c1

c2

c3


 , όπου ci =

∫ λmax

λmin

si(λ)f (λ)dλ, i = 1, 2, 3. (2.1)

Οι συναρτήσεις si(λ) µεγιστοποιούνται στις περιοχές του κόκκινου (R), πράσινου (G) και µπλε (B)

όπως ϕαίνεται από τις αντίστοιχες καµπύλες του Σχήµατος 2.1.

Αν δύο πηγές µε διαφορετικά ϕασµατικά περιεχόµενα f1(λ) και f2(λ) αντίστοιχα τυχαίνει να

παράγουν το ίδιο διάνυσµα c τότε εµφανίζονται να έχουν το ίδιο χρώµα. Το διάνυσµα c ονοµάζεται

προσλαµβανόµενο χρώµα.

Για απλούστευση τα ολοκληρώµατα στη Σχέση (2.1) ϑα αντικατασταθούν στη συνέχεια από
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αθροίσµατα της µορφής,

ci ≈
∑

k=1···N
si(λk)f (λk)

οπότε η Σχέση (2.1) µπορεί να γραφεί

c = ST f (2.2)

όπου

S =




s1(λ1) s2(λ1) s3(λ1)

s1(λ2) s2(λ2) s3(λ2)
...

...
...

s1(λN) s2(λN ) s3(λN )




και

S =




f (λ1)

f (λ2)
...

f (λN )




.

Αντίστοιχος µε τη λειτουργία του µατιού είναι ο µηχανισµός καταγραφής µίας έγχρωµης CCD

κάµερας. ΄Οταν η ίδια ϕωτεινή πηγή καταγράφεται από την κάµερα παράγεται ένα αντίστοιχο

διάνυσµα µετρήσεων

a =




a1

a2

a3


 , όπου ai =

∫ λmax

λmin

mi(λ)f (λ)dλ, i = 1, 2, 3. (2.3)

όπου mi(λ) είναι οι αποκρίσεις συχνότητας (ϕίλτρα) τριών ϕωτοευαίσθητων αισθητήρων που αν-

τιστοιχούν σε κάθε ϑέση (pixel) του CCD. Το διάνυσµα a ονοµάζεται καταγραφόµενο χρώµα. Τα

τρία ϕίλτρα που χρησιµοποιούνται έχουν χρωµατική επιλεκτικότητα και παρουσιάζουν, συνήθως,

µέγιστο στις περιοχές του κόκκινου (R), πράσινου (G) και µπλε (B) κατά µίµηση των συναρτή-

σεων si(λ) του ανθρώπινου µατιού. Από τη ϕύση του λοιπόν το καταγραφόµενο χρώµα είναι ένα

διάνυσµα RGB.

∆ιακριτοποιώντας τη Σχέση (2.3) όπως και προηγουµένως έχουµε :

a = MT f (2.4)

όπου ο πίνακας M ορίζεται αντίστοιχα προς τον S. Το 
ητούµενο είναι πώς µε �άση το διάνυσµα

a µπορεί να αναπαραχθεί ϕωτεινή ακτινοβολία που να δίνει το ίδιο υποκειµενικό αποτέλεσµα µε
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το ϕως της αρχικής πηγής, δηλαδή c. Η εν λόγω αναπαραγωγή κατά περίπτωση ϑα γίνει από την

οθόνη µιας τηλεόρασης, το µόνιτορ ενός υπολογιστή, την έγχρωµη εκτύπωση σε λευκό χαρτί, κ.λπ.

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε την απλή, αλλά διαφωτιστική, εκδοχή ενός τριχρωµατικού προβολέα

(προθεςτορ).

Το ϕως που παράγεται (για ένα σηµείο του πετάσµατος) από τον προβολέα είναι η σύνθεση

των τριών ϕωτεινών δεσµών του προβολέα µε ϕάσµα pi(f ), i = 1, 2, 3. Το ϕάσµα της κάθε

δέσµης είναι συγκεντρωµένο σε διαφορετικές περιοχές ϕωτεινών συχνοτήτων κατ’ αναλογία µε

τις συναρτήσεις si(f ) του µατιού. Ο προβολέας �υθµίζει το κέρδος κάθε δέσµης µε �άση τις

συνιστώσες του διανύσµατος a που έχει παραχθεί από την κάµερα. Συγκεκριµένα, το παραγόµενο

ϕως έχει ϕάσµα:

g(f ) = ac1p1(f ) + ac2p2(f ) + ac3p3(f ) (2.5)

όπου

ac ≡




ac1

ac2

ac3


 = Tca, (2.6)

όπου ο 3× 3 πίνακας Tc επιτρέπει τη λεγόµενη διόρθωση χρώµατος του προβολέα (ϑα δούµε στη

συνέχεια το �όλο του πίνακα αυτού). Αν διακριτοποιήσουµε τη συχνότητα f όπως και προηγουµέν-

ως η παραπάνω σχέση γράφεται,

g = ac1p1 + ac2p2 + ac3p3 (2.7)

= [p1, p2, p3]ac (2.8)

= [p1, p2, p3]Tca (2.9)

= Pa (2.10)

όπου ο N × 3 πίνακας P = [p1, p2, p3]Tc εξαρτάται από το ϕασµατικό περιεχόµενο των τριών

δεσµών του προβολέα και τον πίνακα διόρθωσης χρώµατος.

΄Οταν το ανθρώπινο µάτι δεχθεί το ϕωτεινό ερέθισµα από το συγκεκριµένο σηµείο του πετάσ-

µατος, σύµφωνα µε τη Σχέση (2.2) ϑα αντιληφθεί το προσλαµβανόµενο χρώµα

ĉ = STg = STPa = STPMT f (2.11)

όπου διαδοχικά χρησιµοποιήσαµε τις Σχέσεις (2.7) και (2.4). Για να έχει το προβαλλόµενο σηµείο

το ίδιο προσλαµβανόµενο χρώµα µε αυτό της αρχικής πηγής ϑα πρέπει ĉ = c δηλαδή

ST f = STPMT f (2.12)

Μάλιστα η Σχέση (2.12) πρέπει να ισχύει ανεξαρτήτως του χρώµατος της αρχικής πηγής f . Συνεπώς

για να εξασφαλιστεί ότι η διαδικασία καταγραφής-αναπαραγωγής δεν αλλοιώνει το χρωµατικό
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περιεχόµενο ϑα πρέπει :

ST = STPMT (2.13)

όπου ο πίνακας S εξαρτάται από την ευαισθησία του ανθρώπινου µατιού στις συχνότητες του

ορατού ϕωτεινού ϕάσµατος, ο πίνακας M εξαρτάται αποκλειστικά από την αντίστοιχη ευαισθησία

της κάµερας και ο πίνακας P καθορίζεται από το ϕασµατικό περιεχόµενο των τριών δεσµών του

προβολέα. Η ικανοποίηση της Σχέσης (2.13) είναι εφικτή υπό τις ακόλουθες παραδοχές :

• Αν και ο πίνακας S διαφοροποιείται από άνθρωπο σε άνθρωπο, µπορούµε να υποθέσουµε

ότι υπάρχει ένας αντιπροσωπευτικός πίνακας που περίπου περιγράφει το µέσο ϑεατή.

• Για κάθε συνδυασµό κάµερας / προβολέα κάνουµε µία από τις ακόλουθες δύο �υθµίσεις :

1. Για δεδοµένο µοντέλο κάµερας (δηλαδή συγκεκριµένο πίνακα M επιλέγεται πειρα-

µατικά1 ο κατάλληλος πίνακας P του προβολέα έτσι ώστε να ικανοποιείται η Σχέση

(2.13). Τούτο είναι εφικτό µε κατάλληλη επιλογή του πίνακα διόρθωσης χρώµατος Tc.

2. Επιλέγονται κατάλληλα τα τρία ϕίλτρα mi(λ) της κάµερας, ισοδύναµα ο πίνακας M

έτσι ώστε για δεδοµένους πίνακες S και P να ισχύει η Σχέση (2.13). Και εδώ η επιλογή

γίνεται µε πειραµατικό τρόπο.

Συνοψίζοντας, το προσλαµβανόµενο χρώµα c = ST f ενός ϕωτεινού σηµείου αναπαρίσταται από

το καταγραφόµενο χρώµα a = MT f και από αυτό αναπαράγεται το προσλαµβανόµενο χρώµα

ĉ = STPa λαµβάνοντας µέριµνα ώστε ĉ ≈ c.

2.2.2 Συστήµατα Χρωµατικών Συντεταγµένων

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, το καταγραφόµενο χρώµα a αναπαριστά κατά προσέγγιση τη συµµετοχή

του κόκκινου, πράσινου και µπλε µέρους του ορατού ϕάσµατος στη σύνθεση ενός χρώµατος. Για

το λόγο αυτό το συγκεκριµένο σύστηµα χρωµατικών συνιστωσών είναι το γνωστό ως RGB (Red-

Green-Blue).

΄Αλλα χρωµατικά συστήµατα όπως τα YIQ, YUV, YCrCb, CMY και CMYK είναι επίσης πολύ δι-

αδεδοµένα (το τελευταίο χρησιµοποιεί 4 χρωµατικές συνιστώσες). Στα συστήµατα αυτά, το χρώµα

αναπαρίσταται µέσω µίας τριάδας (ή και τετράδας) χρωµατικών συντεταγµένων που έχει αµφι-

µονοσήµαντη σχέση µε το διάνυσµα a της αναπαράστασης RGB. Ο Πίνακας 2.1 περιέχει τους

µετασχηµατισµούς του RGB διανύσµατος a στις παραπάνω εναλλακτικές αναπαραστάσεις.

1Η πειραµατική διαδικασία στηρίζεται στην υποκειµενική κρίση αντιπροσωπευτικού αριθµού ανθρώπων που, για ένα

πλήθος µονοχρωµατικών πηγών, αναλαµβάνουν να συγκρίνουν το ϕως της κάθε αρχικής πηγής µε αυτό που αναπαράγει

ο προβολέας .
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Πίνακασ 2.1: Συνηθέστερα συστήµατα χρωµατικών συντεταγµένων

Σύστηµα Μετασχηµατισµός Χρήση και Σχόλια

YUV aYUV ≡ [Y, U, V ]T = Ta όπου T =


0.299 0.587 0.114

0.147 0.289 0.436

0.615 −0.515 −0.100




Χρησιµοποιείται από το ευρωπαϊκό πρότυπο τηλεό-

�ασης PAL. Η συνιστώσα Y του διανύσµατος αν-

τιπροσωπεύει τη ϕωτεινότητα

YIQ aYIQ ≡ [Y, I, Q]T = Ta όπου T =


0.299 0.587 0.114

0.596 −0.274 −0.322

0.211 −0.523 0.312




Χρησιµοποιείται από το αµερικανικό πρότυπο τηλεό-

�ασης NTSC

YCrCb aYCrCb ≡ [Y, Cr, Cb]T = Ta όπου T =


0.299 0.587 0.114

0.5000 −0.4187 −0.0813

−0.1687 −0.3313 0.5000




Χρησιµοποιείται από τα πρότυπα κωδικοποίησης

εικόνων και �ίντεο JPEG και MPEG αντίστοιχα

CMY aCMY = [1 1 1]T − a Το σύστηµα (Cyan, Magenta, Yellow) είναι συµπληρω-

µατικό του συστήµατος RGB

CMYK aCMYK =
[
Ċ, Ṁ, Ẏ , K

]T
όπου

µε αναφορά στις συντεταγ-

µένες του συστήµατος CMY,

K = min(C,M, Y ), Ċ = C − K, Ṁ =

M − K, Ẏ = Y − K

Το σύστηµα (Cyan,Magenta,Yellow,Black) χρησι-

µοποιείται σε εφαρµογές έγχρωµης εκτύπωσης σε

λευκό χαρτί

HSV

και

LAB

ορίζονται µέσω µη-γραµµικών

µετασχηµατισµών του RGB.

Τα HSV και LAB είναι οµοιόµορφα ως προς το ανθρώ-

πινο αισθητήριο. ΄Οταν το µάτι αντιλαµβάνεται πως,

µεταξύ δύο χρωµάτων, το ένα πλησιάζει περισσότερο

σε ένα χρώµα αναφοράς, η ίδια σχέση ισχύει και για

τις Ευκλείδειες αποστάσεις των χρωµατικών τους συν-

τεταγµένων.
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2.2.3 ∆εικτοδότηση Χρώµατος

∆εικτοδότηση χρώµατος, είναι η εφαρµογή διανυσµατικού κβαντισµού στο διανυσµατικό χώρο των

χρωµάτων a ∈ R3.

Πειραµατικά αποτελέσµατα έχουν καταδείξει ότι το ανθρώπινο µάτι µπορεί να διακρίνει µόνο

ένα µικρό αριθµό από διαφορετικές χρωµατικές αποχρώσεις όταν αυτές συνυπάρχουν σε µία

εικόνα. Με �άση αυτή την παρατήρηση η ιδέα του κβαντισµού των χρωµάτων σε µία εικόνα

εµφανίστηκε ελκυστική κυρίως για λόγους συµπίεσης του όγκου των αναπαραστάσεων.

Τα σύµβολα του διανυσµατικού κβαντιστή που χρησιµοποιείται είναι κατά σύµβαση οι αριθµοί

από 1 έως N όπου N είναι το πλήθος των κβαντικών σταθµών. Ο αποκβαντισµός γίνεται µε

εξαιρετικά απλό τρόπο µέσω ενός χρωµατικού πίνακα (color map) A διαστάσεων N × 3 ο οποίος

έχει στην i-γραµµή του το χρώµα a που αντιστοιχεί στην i κβαντική στάθµη (π.χ. το pixel µε

δεικτοδοτηµένο χρώµα ῞5῎ ϑα έχει πραγµατικό χρώµα a = A(5, 1 : 3)T ).

Τυπικές τιµές του N είναι 21, 24, 28 και 216 µε πιο συνηθισµένη την N = 28 = 256.
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Κεφάλαιο 3

Εφαρµογή Γραφικών και Υποσύστηµα

∆ηµιουργίας Γραφικών

3.1 Χάραξη Γραµµών - Scan Line Conversion

Ο όρος Χάραξη Γραµµών αναφέρεται στην προσέγγιση µίας διδιάστατης γραµµής στο διακριτό

πλέγµα σηµείων (pixels) της ψηφιακής εικόνας που παράγεται στην έξοδο του συστήµατος γραφικών.

∆ιακρίνονται δύο κατηγορίες αλγορίθµων χάραξης γραµµών: (α) αυτοί που χαράζουν µονο-

χρωµατικές γραµµές (π.χ., µαύρο πάνω σε άσπρο) και (�) αυτοί που για να επιτύχουν καλύτερο

οπτικό αποτέλεσµα χρησιµοποιούν και ενδιάµεσες αποχρώσεις (π.χ., αποχρώσεις του γκρί για τη

χάραξη µίας µαύρης γραµµής πάνω σε άσπρο ϕόντο).

3.1.1 Χάραξη ευθύγραµµων τµηµάτων

Οι αλγόριθµοι χάραξης που εξετάζουµε αφορούν τη χάραξη ευθύγραµµων τµηµάτων µε άκρα πάνω

στό διακριτό πλέγµα των pixels. Συγκεκριµένα, το 
ητούµενο είναι η χάραξη του ευθύγραµµου

τµήµατος µεταξύ των σηµείων (x0, y0) και (x1, y1) όπου x0 < x1 και x0, y0, x1, y1 ∈ Z.

Η εν λόγω ευθεία περιγράφεται από την εξίσωση y = mx + b µε m = ∆y
∆x ∈ R, όπου ∆y =

y1 − y0, ∆x = x1 − x0 και b = y0 −mx0.

Αλγόριθµος 1:

Dx = x1-x0;

Dy = y1-y0;

m = Dy/Dx;

b = y0-m*x0;

for x=x0:1:x1
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y=mx+b;

yp = floor(0.5+y);

drawpixel(x,yp);

end

Τα Σχήµατα 3.1 και 3.2 δείχνουν το αποτέλεσµα του αλγορίθµου για 0 < m < 1 και m > 1

αντίστοιχα. Στην πρώτη περίπτωση (0 < m < 1) η διακριτή προσέγγιση του ευθύγραµµου τµήµατος

είναι αρκετά ικανοποιητική χάρη στο γεγονός ότι για κάθε x ∈ [x0 · · · x1] υπάρχει ένα δείγµα που

ανήκει στην προσέγγιση αλλά ταυτόχρονα και για κάθε y ∈ [y0 · · · y1] υπάρχει ένα τουλάχιστο

δείγµα που επίσης ανήκει στην προσέγγιση. ∆ίνεται έτσι η αίσθηση της συνεχόµενης γραµµής.

Αντίθετα, στην περίπτωση που m > 1 η δεύτερη συνθήκη δεν ικανοποιείται µε αποτέλεσµα η

προσέγγιση να δίνει την αίσθηση διακεκοµµένου ευθύγραµµου τµήµατος. Αυτή η αδυναµία

του αλγορίθµου µπορεί να ξεπεραστεί αν στην περίπτωση που m > 1 χρησιµοποιηθεί το y σαν

ανεξάρτητη µεταβλητή :

Dx = x1-x0;

Dy = y1-y0;

m = Dy/Dx;

b = y0-m*x0;

invm = 1/m;

invmb = b*invm;

if (m<=1)

for x=x0:1:x1

y=m*x+b

yp = floor(0.5+y)

drawpixel(x,yp)

end

else

for y=y0:1:y1

x=invm*x-invmb;

xp = floor(0.5+x)

drawpixel(xp,y)

end

end

Με την παραπάνω τροποποίηση του αρχικού αλγορίθµου καλύπτονται ικανοποιητικά οι περιπ-

τώσεις όπου m > 0 που αντιστοιχεί στη συνθήκη y1 > y0. Για m < 0 ο ίδιος αλγόριθµος µπορεί
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Σχήµα 3.1: Αλγόριθµος 1, 0 < m < 1

να χρησιµοποιηθεί µε κατάλληλες αλλαγές στα πρόσηµα των m και y.

Η πολυπλοκότητα του Αλγορίθµου 1:

Κατά την εκτέλεση του αλγορίθµου απαιτούνται

N = max(Dx, Dy) =





Dx 0 6 m 6 1

Dy m > 1

επαναλήψεις υπολογισµού της δεσµευµένης συντεταγµένης (yp ή xp)αντίστοιχα µε συνολικό υπ-

ολογιστικό κόστος : N πραγµατικούς πολλαπλασιασµούς, N πραγµατικές προσθέσεις και N στρογ-

γυλοποιήσεις.

Αλγόριθµος 2: Digital Differential Analyzer - DDA

Ο παρακάτω αλγόριθµος δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µειώνοντας το υπολογιστικό κόστος. Χωρίς

�λάβη της γενικότητας παρουσιάζεται µόνο η εκδοχή του για 0 6 m 6 1. Ο αλγόριθµος στηρίζεται

στην παρατήρηση ότι στην i + 1-επανάληψη ισχύει ότι :

xi+1 = xi + 1

yi+1 = mxi+1 + b = m(xi + 1) + b = yi +m

Συνεπώς είναι δυνατός ο αναδροµικός υπολογισµός της τεταγµένης y ως ακολούθως :

Dx = x1-x0;

Dy = y1-y0;

m = Dy/Dx;
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Σχήµα 3.2: Αλγόριθµος 1, m > 1

b = y0-m*x0;

x=x0;

y=y0;

yp = floor(0.5+y)

drawpixel(x,yp)

for i=x0+1:1:x1

x=i;

y=y+m;

yp = floor(0.5+y)

drawpixel(x,yp)

end

Αποτέλεσµα του αναδροµικού υπολογισµού είναι η µείωση της πολυπλοκότητας σε : N πραγ-

µατικές προσθέσεις και N στρογγυλοποιήσεις. Είναι σηµαντικό το ότι δεν απαιτείται κανένας

πολλαπλασιασµός.

∆υστυχώς, το αντίτιµο στην παραπάνω υλοποίηση είναι η συσσώρευση σφάλµατος στρογγυ-

λοποίησης λόγω της αναγκαστικά πεπερασµένης ακρίβειας στην αναπαράσταση του πραγµατικού

αριθµού m.

Αλγόριθµος 3: Ο αλγόριθµος του Bresenham (1965)

Με αναφορά στο Σχήµα 3.3 ο αλγόριθµος του Bresenham παρακολουθεί και ενηµερώνει
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Σχήµα 3.3: Αλγόριθµος του Bresenham

αναδροµικά την απόσταση του σηµείου Q που αντιστοιχεί στην ιδανική τεταγµένη του ευθύγραµ-

µου τµήµατος στη ϑέση xi+1 = x0 + i από τις δύο δυνατές προσεγγίσεις E και NE. Σε κάθε

�ήµα του αλγορίθµου επιλέγεται ένα από τα δύο υποψήφια σηµεία ανάλογα µε το ποιό �ρίσκεται

πλησιέστερα προς την ιδανικό σηµείο Q. Η σχετική απόφαση λαµβάνεται παρακολουθώντας το

πρόσηµο της διαφοράς di
4
=δ(Q,NE)− δ(Q,E) όπου,

δ(Q,NE) = yNE − yQ = (yi + 1)− (m(xi + 1) + b)

δ(Q,E) = yQ − yE = (m(xi + 1) + b)− yi

οπότε,

di = δ(Q,NE)− δ(Q,E) = 2yi − 2mxi − 2m − 2b + 1.

Αν di > 0 επιλέγεται ως επόµενο σηµείο το E, δηλαδή, yi+1 = yi . Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα ότι

στην επόµενη επανάληψη η µεταβλητή ελέγχου ϑα πάρει την τιµή:

di+1 = 2yi − 2m(xi + 1)− 2m − 2b + 1 = di − 2m.

Αντίστοιχα αν di < 0 επιλέγεται ως επόµενο σηµείο το NE, δηλαδή, yi+1 = yi + 1. Αυτό έχει σαν

αποτέλεσµα ότι στην επόµενη επανάληψη η µεταβλητή ελέγχου ϑα πάρει την τιµή:

di+1 = 2(yi + 1)− 2m(xi + 1)− 2m − 2b + 1 = di − 2m + 2.

Στις δύο παραπάνω αναδροµές ο όρος 2m είναι �ητός αριθµός (m = y1−y0

x1−x0 ). Χωρίς αλλοίωση

της συνθήκης ελέγχου, είναι εφικτή η µείωση του υπολογιστικού κόστους µε την υιοθέτηση της

µεταβλητής fi
4
=(x1 − x0)di οπότε η αναδροµή περιέχει µόνο ακέραιες προσθαφαιρέσεις :

fi+1 =





fi −∆y fi > 0

fi −∆y + ∆x fi < 0
(3.1)

όπου ∆x
4
=2(x1 − x0) και ∆y

4
=2(y1 − y0).

Με �άση τα παραπάνω ο αλγόριθµος του Bresenham για 0 6 m 6 1 έχει ως ακολούθως :
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DeltaX = 2*(x1-x0);

DeltaY = 2*(y1-y0);

x = x0;

y = y0;

f = -DeltaY + DeltaX/2;

drawpixel(x,y)

for i=x0+1:1:x1

x=i;

if f<0

y=y+1;

f=f + DeltaX;

end

f = f - DeltaY;

drawpixel(x,y)

end

Η αρχικοποίηση f = -DeltaY + DeltaX/2; προκύπτει αν ϑέσουµε στην (3.1) xi = x0,

yi = y0 και λάβουµε υπόψη ότι y0 = mx0 + b.

Το αναµενόµενο υπολογιστικό κόστος είναι N ακέραιες προσθαφαιρέσεις ενώ δεν υπάρχει το

πρόβληµα της συσσώρευσης σφάλµατος (που είχε ο Αλγόριθµος 2 ). Με κατάλληλες µετατροπές ο

αλγόριθµος του Bresenham καλύπτει και τις περιπτώσεις που το m �ρίσκεται εκτός του διαστή-

µατος (0, 1).

3.1.2 Χάραξη κύκλων

Στην ενότητα αυτή εξετάζεται η χάραξη κύκλων µε ακέραια ακτίνα, r ∈ Z, και κέντρο στο σηµείο

(0, 0). Με ευκολία -µια απλή µετατόπιση τών προς χάραξη σηµείων - οι αλγόριθµοι επεκτείνονται

σε κύκλους µε αυθαίρετο κέντρο (xc, yc) ∈ Z2. Είναι ωστόσο αρκετά διαφορετική η αντιµετώπιση

της χάραξης όταν είτε οι συντεταγµένες του κέντρου είτε η ακτίνα είναι µή ακέραιες ποσότητες.

Κάθε σηµείο (x, y) του παραπάνω κύκλου ικανοποιεί την εξίσωση

x2 + y2 = r2 (3.2)

ή σε πολική µορφή

x(θ) = r cos(θ)

y(θ) = r sin(θ), θ ∈ [0, 2π). (3.3)
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Σε αντίθεση µε την εξίσωση της ευθείας, οι εξισώσεις (3.2) και (3.3) δεν ορίζουν µία (µονοσήµαντη)

συνάρτηση από το x στο y. Τούτο εµποδίζει την άµεση χρήση αλγορίθµων παρόµοιων µε τους

Αλγόριθµους 1-3 της προηγούµενης ενότητας. Ωστόσο, η δυσκολία αυτή µπορεί να ξεπεραστεί

αν αντί για ολόκληρο τον κύκλο επιχειρηθεί η χάραξη ενός επιµέρους τόξου του. Ευτυχώς ο

εντοπισµός των διακριτών σηµείων που προσεγγίζουν ένα κατάλληλο τόξο -ίσο προς ένα όγδοο

του κύκλου- ορίζει αυτόµατα τις ϑέσεις των υπολοίπων σηµείων του κύκλου χάρη στις ακόλουθες

συµµετρίες : Αν x, y ανήκει στον κύκλο τότε και τα σηµεία (x,−y), (−x, y), (−x,−y), (y, x),

(y,−x), (−y, x), (−y,−x) ανήκουν επίσης στον ίδιο κύκλο.

Με �άση την προηγούµενη παρατήρηση εξετάζονται στη συνέχεια αλγόριθµοι χάραξη του τόξου

που αντιστοιχεί στο διάστηµα θ ∈ [π/4, π/2] σύµφωνα µε την παραµετροποίηση της εξίσωσης (3.3).

Στο διάστηµα αυτό η λύση

y =
√
r2 − x2 (3.4)

της εξίσωσης ορισµού (3.2) είναι µία µονότονα ϕθίνουσα συνάρτηση του y ως προς x.

Αλγόριθµος 1:

Η µετατροπή του Αλγορίθµου 1 της Ενότητας 3.1.1 είναι εύκολη:

rsqr = rˆ2;

rcos45 = floor(r*cos(pi/4))+1;

for x=0:1:rcos45

y=sqrt(rsqr - xˆ2);

yp = floor(0.5+y);

drawpixel(x,yp)

end

Ωστόσο η υπολογιστική πολυπλοκότητα είναι ιδιαίτερα µεγάλη εξαιτίας των O(r × cos(π/4))

επαναλήψεων του υπολογισµού της τετραγωνικής �ίζας και των ισάριθµων υψώσεων του x στο

τετράγωνο.

Αλγόριθµος 2:

∆υστυχώς, η άµεση µετατροπή του Αλγορίθµου 2 της Ενότητας 3.1.1 δεν είναι εφικτή καθώς

στην περίπτωση του κύκλου η µεταβολή της τιµής του y µεταξύ δύο διαδοχικών ϑέσεων x και x+1

δεν είναι σταθερή (η (3.4) είναι µή γραµµική).

Αλγόριθµος 3: Αλγόριθµος του Bresenham για κύκλους

Ο ταχύς αλγόριθµος του Bresenham επιδέχεται µετατροπής ώστε να χρησιµοποιηθεί στη

χάραξη κύκλων.

Με αναφορά στο Σχήµα 3.4 ο αλγόριθµος του Bresenham παρακολουθεί και ενηµερώνει

αναδροµικά την ακτινική απόσταση του σηµείου (xi+1, yi+1) που επιλέγεται προς ένταξη στη δι-
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Σχήµα 3.4: Αλγόριθµος του Bresenham

ακριτή προσέγγιση του κύκλου από την καµπύλη του ιδανικού κυκλικού τόξου. Σε κάθε �ήµα

εξετάζονται οι δύο δυνατές προσεγγίσεις : E µε συντεταγµένες (xi + 1, yi) και SE µε συντεταγµένες

(xi + 1, yi − 1). Σηµειώνεται ότι αυτές οι δύο εναλλακτικές, η πρώτη εκτός και η δεύτερη εντός του

ιδανικού κύκλου, είναι οι µόνες δυνατές αφού η συνάρτηση y = y(x) είναι µονότονα ϕθίνουσα στο

εξεταζόµενο τόξο του κύκλου.

Σε κάθε �ήµα του αλγορίθµου επιλέγεται ένα από τα δύο υποψήφια σηµεία ανάλογα µε το

ποιό �ρίσκεται πλησιέστερα προς τον ιδανικό κύκλο, δηλαδή έχει απόσταση από το κέντρο (0, 0)

πλησιέστερη προς την ακτίνα r. Η σχετική απόφαση λαµβάνεται παρακολουθώντας το πρόσηµο

της διαφοράς di
4
=δ(E)− δ(SE) όπου,

δ(SE) = r2 − ‖(xi + 1, yi − 1)‖2 = r2 − [(xi + 1)2 + (yi − 1)2]

δ(E) = ‖(xi + 1, yi)‖2 − r2 = [(xi + 1)2 + y2
i ]− r2 (3.5)

οπότε,

di = δ(E)− δ(SE) = 2x2
i + 2y2

i + 4xi − 2yi − 2r2 + 3. (3.6)

Αν di 6 0 επιλέγεται ως επόµενο σηµείο το E, δηλαδή, yi+1 = yi . Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα ότι

στην επόµενη επανάληψη η µεταβλητή ελέγχου ϑα πάρει την τιµή:

di+1 = 2(xi + 1)2 + 2y2
i + 4(xi + 1)− 2yi − 2r2 + 3

= di + 4xi + 6

= di + 4i + 6. (3.7)

Αντίστοιχα αν di > 0 επιλέγεται ως επόµενο σηµείο το SE, δηλαδή, yi+1 = yi − 1. Αυτό έχει σαν

αποτέλεσµα ότι στην επόµενη επανάληψη η µεταβλητή ελέγχου ϑα πάρει την τιµή:

di+1 = 2(xi + 1)2 + 2(yi − 1)2 + 4(xi + 1)− 2(yi − 1)− 2r2 + 3

= di + 4xi − 4yi + 10

= di + 4i − 4yi + 10. (3.8)
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Στις δύο παραπάνω αναδροµές οι όροι ενηµέρωσης είναι ακέραιοι οπότε η αναδροµή περιέχει

µόνο ακέραιες προσθαφαιρέσεις.

Χάραξη άλλων καµπυλών

Τροποποιηµένες εκδοχές των αλγορίθµων 1-3 έχουν κατασκευαστεί για άλλα είδη παραµετροποιή-

σιµων καµπυλών όπως (α) η έλλειψη, η παραβολή και άλλες κωνικές τοµές, (�) πολυωνυµικά

περιγραφόµενες καµπύλες.

Η χάραξη αυθαίρετων καµπυλών, που δεν επιδέχονται αναλυτική περιγραφή, ανάγεται στην

κατά τµήµατα προσέγγισή τους από αναλυτικές καµπύλες ή ευθείες.
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3.2 Πλήρωση Κλειστών Σχηµάτων - Filling

(Η Ενοτητα αυτη δεν θα περιληφθει στις σηµειωσεις του ακαδηµαϊκου ετους 2003.)
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Κεφάλαιο 4

∆ιανύσµατα και Σηµεία

Τόσο τα τρισδιάστατα όσο και τα διδιάστατα σχήµατα/αντικείµενα προσδιορίζονται µέσω των ϑέ-

σεων που καταλαµβάνουν τα σηµεία από τα οποία αποτελούνται στον τρισδιάστατο και το διδιάσ-

τατο χώρο αντίστοιχα. Αν και οι έννοιες ϑέση και σηµείο ϕαίνεται στην κοινή γλώσσα να έχουν

µια αρκετά προφανή σηµασία, ο µαθηµατικός χειρισµός τους απαιτεί µία αυστηρή ϑεµελίωση που

εξασφαλίζει την εσωτερική συνέπεια της αντίστοιχης ϑεωρίας και επιτρέπει τον ορισµό πράξεων και

τελεστών που αντιστοιχούν στις συνήθεις έννοιες της µετατόπισης, περιστροφής, προβολής κ.λπ.

4.1 ∆ιανυσµατικοί χώροι

Βασικό µαθηµατικό εργαλείο που χρησιµοποιείται για την αυστηρή ϑεµελίωση της διδιάστατης

και τρισδιάστατής γεωµετρίας είναι η ϑεωρία των διανυσµατικών χώρων.

Το σύνολο V αποτελεί διανυσµατικό χώρο και τα στοιχεία του αποκαλούνται διανύσµατα όταν

(ι) µεταξύ των οποιονδήποτε δύο στοιχείων του, v1,v2, ορίζεται η πράξη της πρόσθεσης (v1+v2) και

(ιι) µεταξύ οποιουδήποτε στοιχείου του και οποιουδήποτε πραγµατικού αριθµού α ∈ R ορίζεται ο

�αθµωτός πολλαπλασιασµός (αv) και ισχύουν τα ακόλουθα αξιώµατα :

1. Η πρόσθεση είναι κλειστή πράξη :

v1,v2 ∈ V ⇒ v1 + v2 ∈ V (4.1)

2. Ο �αθµωτός πολλαπλασιασµός δίνει αποτέλεσµα που ανήκει στο διανυσµατικό χώρο:

v ∈ V, α ∈ R⇒ αv ∈ V (4.2)

3. Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο 0 ∈ V ως προς την πρόσθεση τέτοιο ώστε :

0 + v = v + 0 = v, ∀v ∈ V (4.3)
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4. Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο 1 ∈ R ως προς το �αθµωτό πολλαπλασιασµό τέτοιο ώστε :

1v = v,∀v ∈ V (4.4)

5. Η πρόσθεση είναι αντιµεταθετική :

v1 + v2 = v2 + v1,∀v1,v2 ∈ V (4.5)

6. Η πρόσθεση είναι προσεταιριστική :

(v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3),∀v1,v2,v3 ∈ V (4.6)

7. Ο �αθµωτός πολλαπλασιασµός είναι προσεταιριστικός :

(α1α2)v = α1(α2v), ∀α1, α2 ∈ R,v ∈ V (4.7)

8. Ο �αθµωτός πολλαπλασιασµός επιµερίζει τη διανυσµατική πρόσθεση:

α(v1 + v2) = αv1 + αv2,∀v1,v2 ∈ V, α ∈ R (4.8)

9. Η πρόσθεση µεταξύ �αθµωτών (πραγµατικών) αριθµών επιµερίζεται από το �αθµωτό πολ-

λαπλασιασµό:

(α1 + α2)v = α1v + α2v, ∀v ∈ V, α1α2 ∈ R (4.9)

Για ευκολία αντί του γινοµένου (−1)v χρησιµοποιείται το σύµβολο −v και ισχύει ότι (−v) +

v = (−1 + 1)v = 0,∀v ∈ V. Ως απόρροια των παραπάνω αξιωµάτων ισχύουν οι ιδιότητες :

1. v + u = v + w⇒ u = w.

2. αv = αu, α 6= 0⇒ v = u.

3. αv = �v,v 6= 0⇒ α = �.

4. (α − �)v = αv − �v.

5. α(v − u) = αv − αu.

6. α0 = 0.

Στις παραπάνω εκφράσεις τα α, � συµβολίζουν πραγµατικούς αριθµούς και τα v,u διανύσµατα.
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4.1.1 Βάσεις και διάσταση διανυσµατικού χώρου

Τα διανύσµατα b1,b2, . . .bn , n ∈ Z+ αποτελούν µία �άση του διανυσµατικού χώρου V αν κάθε

διάνυσµα του χώρου µπορεί να γραφεί σαν γραµµικός συνδυασµός τους, δηλαδή ∀v ∈ V,∃c1, c2, . . . cn ∈
R τέτοια ώστε

v =

n∑

i=1

cibi . (4.10)

Το διάνυσµα c = [c1, . . . , cn ] ∈ Rn ονοµάζεται διάνυσµα συντεταγµένων (ή απλώς συντεταγµένες)

του v ώς προς τη �άση {bi}i=1...n.

Αν επιπλέον τα διανύσµατα της �άσης {bi}i=1...n είναι µεταξύ τους γραµµικώς ανεξάρτητα,

δηλαδή,
n∑

i=1

αibi = 0⇒ αi = 0, i = 1 . . . n (4.11)

για οποιαδήποτε α1, α2, . . . αn ∈ R, τότε η �άση {bi}i=1...n ονοµάζεται γραµµικώς ανεξάρτητη

�άση και το πλήθος, n, των στοιχείων της αποκαλείται διάσταση του διανυσµατικού χώρου V. ΄Ενας

διανυσµατικός χώρος µπορεί να έχει πολλές διαφορετικές (γραµµικώς ανεξάρτητες) �άσεις αλλά η

διάστασή του είναι ένας συγκεκριµένος µοναδικός αριθµός.

4.1.2 Συστήµατα συντεταγµένων διανυσµατικού χώρου

Μία οποιαδήποτε γραµµικώς ανεξάρτητη �άση του διανυσµατικού χώρου V ονοµάζεται σύστηµα

συντεταγµένων του διανυσµατικού αυτού χώρου.

Για ένα δεδοµένο σύστηµα συντεταγµένων (�άση) {bi}i=1...n ενός διανυσµατικού χώρου, V,
ορίζεται ένας ισοµορφισµός του V µε το σύνολο Rn εάν :

1. Αντιστοιχηθεί κάθε διάνυσµα v του V στο διάνυσµα c ∈ Rn των συντεταγµένων του ώς προς

τη συγκεκριµένη �άση.

2. Αντιστοιχηθεί η διανυσµατική πρόσθεση + του V µε την κοινή πρόσθεση πραγµατικών δι-

ανυσµάτων µήκους n του Rn.

3. Αντιστοιχηθεί ο �αθµωτός πολλαπλασιασµός µεταξύ στοιχείων του R και του V µε τον κοινό

�αθµωτό πολλαπλασιασµό µεταξύ στοιχείων του R και πραγµατικών διανυσµάτων µήκους n

του Rn

Ως αποτέλεσµα του ισοµορφισµού η διανυσµατική πρόσθεση και ο �αθµωτός πολλαπλασιασµός εί-

ναι δυνατό να διεκπεραιώνονται στο σύνολο Rn των συντεταγµένων και στη συνέχεια το αποτέλεσµα

να ανάγεται στο διανυσµατικό χώρο V µέσω της σχέσης (4.10).
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4.1.3 ∆ιανυσµατικοί Μετασχηµατισµοί, Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί, Μετασχη-

µατισµοί Affine

Οι συναρτήσεις της µορφής f : V → V που απεικονίζουν ένα οποιοδήποτε διάνυσµα v ∈ V στο

διάνυσµα f (v) ∈ V ονοµάζονται διανυσµατικοί µετασχηµατισµοί.

Αν επιπλέον, για το διανυσµατικό µετασχηµατισµό L : V → V ισχύει ότι :

L(α1v1 + α2v2) = α1L(v1) + α2L(v2),∀α1, α2 ∈ R,v1,v2 ∈ V, (4.12)

τότε ο µετασχηµατισµός L ονοµάζεται γραµµικός.

Επίσης, αν για το διανυσµατικό µετασχηµατισµό L̃ : V → V ισχύει ότι :

L̃(v) = L(v) + vc (4.13)

όπου το διάνυσµα vc είναι σταθερό (ανεξάρτητο του v) και ο µετασχηµατισµός L είναι γραµµικός,

τότε ο L̃ λέγεται διανυσµατικός µετασχηµατισµός affine.

Απόρροια της εξ. (4.12) είναι η εξής πολύ �ασική πρόταση:

Πρόταση 4.1. ΄Εστω γραµµικώς ανεξάρτητη �άση {bi}i=1...n του n-διάστατου διανυσµατικού χώρου

V και c = [c1, . . . , cn ]T ∈ Rn οι συντεταγµένες του τυχαίου διανύσµατος v ∈ V. Κάθε γραµµικός

διανυσµατικός µετασχηµατισµός L : V → V ισοδυναµεί µε πολλαπλασιασµό των συντεταγµένων c

του v από τα αριστερά µε τον n × n πίνακα

L
4
=




l11 · · · l1n
...

. . .
...

ln1 . . . lnn




όπου lki , k = 1, . . . , n οι συντεταγµένες του µετασχηµατισµού, L(bi) του διανύσµατος �άσης bi ,

δηλαδή,

cL = Lc (4.14)

Απόδειξη :

Η εικόνα, L(v) του v ως προς το γραµµικό µετασχηµατισµό L αναπτύσσεται ώς εξής :

L(v) = L(

n∑

i=1

cibi)

=

n∑

i=1

ciL(bi). (4.15)

Κάθε ένα από τα διανύσµατα L(bk) ∈ V µπορεί να αναπτυχθεί ώς προς την ίδια �άση {bi}i=1...n

ως:

L(bi) =
n∑

k=1

lkibk . (4.16)
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Συνδυάζοντας τις εκφράσεις (4.15) και (4.16) ο µετασχηµατισµός του διανύσµατος v γράφεται :

L(v) =

n∑

i=1

ci(
n∑

k=1

lkibk)

=

n∑

k=1

(

n∑

i=1

lkici)bk

=

n∑

k=1

cLkbk

όπου 


cL1
...

cLn




︸ ︷︷ ︸
cL

=




l11 · · · l1n
...

. . .
...

ln1 . . . lnn




︸ ︷︷ ︸
L




c1
...

cn




︸ ︷︷ ︸
c

(4.17)

Ο.Ε.∆.

4.1.4 Αλλαγή συστήµατος συντεταγµένων διανυσµατικού χώρου

Οι γραµµικοί διανυσµατικοί µετασχηµατισµοί µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την αλλαγή του

συστήµατος συντεταγµένων ενός διανυσµατικού χώρου. Συγκεκριµένα ισχύει η ακόλουθη πρό-

ταση:

Πρόταση 4.2. ΄Εστω γραµµικός διανυσµατικός µετασχηµατισµός L : V → V και σύστηµα συντε-

ταγµένων (γραµµικώς ανεξάρτητη �άση) {bi}i=1...n του V και L ο πίνακας της εξίσωσης (4.1). Αν

ο πίνακας L είναι αντιστρέψιµος (δηλ., det L 6= 0) τότε τα διανύσµατα {L(bi)}i=1...n αποτελούν ένα

νέο σύστηµα συντεταγµένων του V.

Απόδειξη :

Αρκεί να δειχθεί ότι τα νέα n διανύσµατα είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Αρχικά, αποδεικνύεται

ότι αν L(v) = 0 τότε v = 0. Πράγµατι, αν c και cL οι συντεταγµένες των v και L(v) ως προς

τη �άση {bi}i=1...n τότε λόγω της Πρότασης 4.1 ισχύει ότι cL = Lc και εφόσον ο πίνακας L είναι

αντιστρέψιµος συνεπάγεται ότι c = L−1cL = 0. Κατά συνέπεια v = 0.

Στη συνέχεια οι επόµενες συνεπαγωγές αποδεικνύουν τον ισχυρισµό της πρότασης :

n∑

i=1

αiL(bi) = 0⇒

L
(

n∑

i=1

αibi

)
= 0⇒

n∑

i=1

αibi = 0⇒

αi = 0, i = 1, . . . , n
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Ο.Ε.∆.

Οι συντεταγµένες ενός οποιουδήποτε διανύσµατος v του V ως προς το νέο σύστηµα συντεταγ-

µένων καθορίζονται από την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 4.3. Υπό τις προϋποθέσεις της Πρότασης 4.2 και αν c ∈ Rn οι συντεταγµένες του διανύσ-

µατος v ∈ V ως προς το σύστηµα συντεταγµένων {bi}i=1...n και d ∈ Rn οι συντεταγµένες του ίδιου

διανύσµατος ως προς το µετασχηµατισµένο σύστηµα {L(bi)}i=1...n ισχύει ότι :

d = L−1c. (4.18)

Απόδειξη :

Με χρήση της έκφρασης (4.16), το ανάπτυγµα του διανύσµατος v ώς προς τη νέα �άση γράφεται

ως ακολούθως :

v =

n∑

i=1

diL(bi)

=

n∑

i=1

di

n∑

k=1

lkibk

=
n∑

k=1

(
n∑

i=1

di lki

)
bk (4.19)

και επειδή οι συντεταγµένες ως προς µία γραµµικώς ανεξάρτητη �άση είναι µοναδικές συνεπάγεται

ότι ck =
∑n

i=1 di lki . Ο.Ε.∆.

Στο σηµείο αυτό έχει ενδιαφέρον να αντιπαραβληθούν οι σχέσεις (4.14) και (4.18).

4.2 Χώροι Σηµείων

΄Ενα σύνολο A ονοµάζεται σύνολο σηµείων όταν µεταξύ των στοιχείων του και των στοιχείων ενός

διανυσµατικού χώρου V ορίζεται η συνάρτηση ⊕ : A×V → A µε ουδέτερο στοιχείο (από δεξιά) το

διάνυσµα 0 (p⊕ 0 = p,∀p ∈ A) .

Το σηµείο q = p⊕v (µε p,q ∈ A και v ∈ V) ονοµάζεται µετατόπιση του p κατά v. Αντίστοιχα

το διάνυσµα v ονοµάζεται διάνυσµα µετατόπισης και συµβολίζεται ως v = q	 p.

Το σύνολο A ονοµάζεται χώρος σηµείων µε αρχή o ∈ A όταν για κάθε σηµείο του, p, υπάρχει

v ∈ V τέτοιο ώστε p = o ⊕ v. Συνεπώς ο χώρος σηµείων A περιγράφεται πλήρως από το

διατεταγµένο 
εύγος (o,V) και για συντοµογραφία µπορεί να χρησιµοποιείται ο συµβολισµός

A = (o,V).

Ο χώρος σηµείωνA µένει αναλλοίωτος αν αντί της αρχής o ορισθεί ως αρχή το σηµείο ó = o⊕v0

και αντί του διανυσµατικού χώρου V χρησιµοποιηθεί ο διανυσµατικός χώρος V́ = V − v0
4
={v −

v0, v ∈ V}. Ισχύει δηλαδή

A = (o,V) ≡ (o⊕ v0,V − v0). (4.20)
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4.2.1 Συστήµατα συντεταγµένων χώρου σηµείων

Μία οποιαδήποτε γραµµικώς ανεξάρτητη �άση του διανυσµατικού χώρου V µαζί µε την αρχή

o ∈ A ονοµάζεται σύστηµα συντεταγµένων του χώρου σηµείων A = (o,V).

Για ένα δεδοµένο σύστηµα συντεταγµένων (�άση) {bi}i=1...n του διανυσµατικού χώρου, V, και

µία συγκεκριµένη αρχή o του χώρου σηµείων A, ορίζεται ένας ισοµορφισµός του A = (o,V) µε το

σύνολο Rn αν χρησιµοποιηθούν οι συµβάσεις για τον αντίστοιχο ισοµορφισµό των διανυσµατικών

χώρων (�λ. Ενότητα 4.1.2). Υπό αυτές τις συνθήκες κάθε σηµείο p = o⊕ v του A αντιστοιχίζεται

στις συντεταγµένες c του διανύσµατος v ως προς την προαναφερθείσα συγκεκριµένη �άση.

4.2.2 Μετασχηµατισµοί και Οµογενείς Συντεταγµένες Σηµείου

Οι συναρτήσεις της µορφής f : A → A που απεικονίζουν ένα οποιοδήποτε σηµείο p του χώρου

σηµείων A = (o,V) στο σηµείο f (p) ∈ A ονοµάζονται µετασχηµατισµοί σηµείου.

Αν επιπλέον, κάθε σηµείο p = o ⊕ v, v ∈ V αντιστοιχίζεται στο L̇(p) = o ⊕ L̃(v) και ο L̃
είναι µετασχηµατισµός affine του διανυσµατικού χώρου V, τότε ο µετασχηµατισµός σηµείου L̇
ονοµάζεται σηµειακός µετασχηµατισµός affine.

Είναι εύκολο µε �άση τον παραπάνω ορισµό να αποδειχθεί ότι για δύο σηµεία p και q του A
ισχύει ότι :

L̇(p)	 L̇(q) = L(p	 q). (4.21)

Η εφαρµογή οποιουδήποτε σηµειακού µετασχηµατισµού affine έχει σαν αποτέλεσµα την αλ-

λαγή των συντεταγµένων των σηµείων κατά ένα τρόπο που υπολογίζεται µε χρήση της Πρότασης

4.1. Συγκεκριµένα έστω cp, cq ∈ Rn οι συντεταγµένες των σηµείων p = o ⊕ vp και q = o ⊕ vq

αντίστοιχα του n−διάστατου χώρου σηµείων A. Αν το σηµείο q = L̇(p) = o ⊕ L̃(vp) τότε

vq = L̃(vp) = L(vp) + vc. Συνεπώς χάρη στην Πρόταση 4.1,

cq = Lcp + c (4.22)

όπου c είναι οι συντεταγµένες τους σταθερού διανύσµατος vc. Η παραπάνω εξίσωση µετασχηµα-

τισµού των συντεταγµένων µπορεί εναλλακτικά να γραφεί ως,

cqh = Lhcph (4.23)

όπου τα µήκους n + 1 διανύσµατα,

cph
4
=


 cp

1


 , cqh

4
=


 cq

1


 (4.24)
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αποτελούν τις λεγόµενες οµογενείς συντεταγµένες των σηµείων p και q και

Lh
4
=


 L c

01×n 1


 (4.25)

Η χρήση των οµογενών συντεταγµένων επιτρέπει την υλοποίηση οποιουδήποτε σηµειακού

µετασχηµατισµού affine µέσω ενός πολλαπλασιασµού πίνακα επί το διάνυσµα των οµογενών συν-

τεταγµένων.

Αν ο γραµµικός διανυσµατικός µετασχηµατισµός L είναι αντιστρέψιµος, και κατά συνέπεια ο

αντίστοιχος πίνακας L αντιστρέφεται, τότε και ο Lh αντιστρέφεται. Συγκεκριµένα, µπορεί εύκολα

να επαληθευτεί ότι :

L−1
h =


 L−1 −L−1c

01×n 1


 . (4.26)

4.2.3 Αλλαγή συστήµατος συντεταγµένων χώρου σηµείων

Τα σηµεία του χώρου σηµείων A µπορούν να περιγραφούν ώς προς εναλλακτικά (άπειρα στο

πλήθος) συστήµατα συντεταγµένων τα οποία µπορεί να διαφέρουν :

1. Είτε ως προς την ϑεωρούµενη αρχή (�λ. εξίσωση (4.20)).

2. Είτε ως προς τη ϑεωρούµενη �άση του διανυσµατικού χώρου V. Στην περίπτωση αυτή οι

συντεταγµένες τροποποιούνται όπως περιγράφεται στην εξίσωση (4.18).

3. Είτε ταυτόχρονα ως προς τα δύο παραπάνω.

Αναλυτικότερα, ισχύει η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 4.4. ΄Εστω χώρος σηµείων A = (o,V) και γραµµικός διανυσµατικός µετασχηµατισµός

L : V → V. Υπό τις προϋποθέσεις της Πρότασης 4.2 σχετικά µε την αντιστρεψιµότητα του L και αν

1. c ∈ Rn οι συντεταγµένες του σηµείου p ∈ A ως προς το σύστηµα συντεταγµένων {bi}i=1...n µε

αρχή το σηµείο o ∈ A,

2. ć ∈ Rn οι συντεταγµένες του ίδιου σηµείου ως προς το µετασχηµατισµένο σύστηµα {L(bi)}i=1...n

µε αρχή ó = o⊕ v0, v0 ∈ V,

3. c0 οι συντεταγµένες του διανύσµατος µετατόπισης v0 ως προς τη �άση {bi}i=1...n και

4. ć0 οι συντεταγµένες του διανύσµατος µετατόπισης v0 ως προς τη µετασχηµατισµένη �άση

{L(bi)}i=1...n ,
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ισχύει ότι :

ć = L−1(c− c0) = L−1c− ć0 (4.27)

Απόδειξη :

Το τυχαίο σηµείο p = o⊕v του A έχει συντεταγµένες c ∈ Rn που ταυτίζονται µε τις συντεταγµένες

του v ως προς τη �άση {bi}i=1...n. Ως προς τη νέα αρχή ó = o ⊕ v0 το ίδιο σηµείο γράφεται

σύµφωνα µε την εξίσωση (4.20) ως p = ó ⊕ (v − v0). Συνεπώς οι συντεταγµένες του ως προς

την αρχική �άση (αλλά ως προς τη µετατοπισµένη αρχή) ταυτίζονται µε τις συντεταγµένες του

διανύσµατος v − v0 ∈ V και είναι c − c0. ΄Αρα σύµφωνα µε την Πρόταση 4.3 (εξίσωση (4.18))

οι συντεταγµένες του ως προς τη µετασχηµατισµένη κατά L �άση είναι ć = L−1(c − c0). Η

δεύτερη ισότητα στην εξίσωση (4.27) προκύπτει χρησιµοποιώντας εκ νέου την εξίσωση (4.18) στις

συντεταγµένες c0 του v0. Ο.Ε.∆.

Η σχέση (4.27) απλουστεύεται αν γραφεί ως προς της οµογενείς συντεταγµένες,

ćh ≡


 ć

1


 , ch ≡


 c

1


 ,

υπό τη µορφή,

ćh =


 L−1 −L−1c0

01×n 1


 ch . (4.28)

Είναι ενδιαφέρουσα η σύγκριση του (n+ 1)× (n+ 1) πίνακα του παραπάνω µετασχηµατισµού µε

τον αντίστροφο του πίνακα ενός σηµειακού µετασχηµατισµού affine της εξίσωσης (4.26).

4.3 Οι Γεωµετρικοί διανυσµατικοί χώροι Rn

Οι παραπάνω ορισµοί και ιδιότητες ισχύουν σε µία ευρύτατη κατηγορία συνόλων που ικανοποιούν

τα αξιώµατα των διανυσµατικών χώρων και των χώρων σηµείων όπως για παράδειγµα σύνολα

συναρτήσεων µίας µεταβλητής, σήµατα, ακολουθίες κ.λπ. Στην παρούσα ενότητα εξειδικεύονται

οι έννοιες του διανυσµατικού χώρου και του χώρου σηµείων στα σύνολα διανυσµάτων/σηµείων

που σχετίζονται µε τη γεωµετρία.

Τα σύνολα αυτά αποτελούνται από πραγµατικά διανύσµατα µήκους n. Ειδικότερο �έβαια

ενδιαφέρον δίνεται στις περιπτώσεις διανυσµάτων του επιπέδου (n = 2) και του τρισδιάστατου

χώρου (n = 3).
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4.4 Ο χώρος των τριών διαστάσεων

Ο γεωµετρικός χώρος των τριών διαστάσεων αντιστοιχεί στο χώρο των σηµείων του ϕυσικού κόσµου.

Ακριβέστερα, τα σηµεία του ϕυσικού κόσµου αποτελούν στοιχεία ενός συνόλου που έχει τις ιδιότητες

ενός χώρου σηµείων διάστασης n = 3. Στο, σχεδόν ϕιλοσοφικό ερώτηµα, ποιά είναι η αρχή (o)

και ποιά η �άση ({bi}i=1...3) αυτού του χώρου η απάντηση δεν είναι µονοσήµαντη1. Η ϕυσική

επιστήµη και τα µαθηµατικά απαντούν ότι ο κάθε παρατηρητής µπορεί να ορίσει ένα �ασικό

αυθαίρετο σύστηµα συντεταγµένων και να χρησιµοποιεί πολλά άλλα αρκεί να ϑυµάται πως αυτά

σχετίζονται µε το αρχικό.

Η επιστήµη της γραφικής µε υπολογιστές δεν ασχολείται µε τον ϕυσικό κόσµο αλλά µε προ-

σοµοιώσεις του. Τα τρισδιάστατα µοντέλα, οι πηγές ϕωτός, η κίνηση κ.λπ. επιβιώνουν µέσα σε

έναν εικονικό κόσµο. Και σε αυτόν τον κόσµο, όµως, η αρχή του παρατηρητή ισχύει : Μέσα σε

κάθε εικονικό κόσµο ο παρατηρητής - δηµιουργός ή/και χρήστης - του ορίζει ένα αυθαίρετο αλλά

�ασικό σύστηµα συντεταγµένων και χρησιµοποιεί πολλά άλλα (δευτερεύοντα) γνωρίζοντας πάν-

τα τις αντιστοιχήσεις τους µε το �ασικό. Το εν λόγω κύριο σύστηµα συντεταγµένων ονοµάζεται

σύστηµα συντεταγµένων του κόσµου (world coordinate system - WCS).

∆εδοµένου του WCS η εφαρµογή γραφικών - υπό τις εντολές του παρατηρητή - επιτελεί σειρές

λειτουργιών που κατά �άση κατηγοριοποιούνται σε :

1. Κινήσεις αντικειµένων (µετατοπίσεις, περιστροφές, αλλαγές κλίµακας)

2. Αλλαγές συστήµατος συντεταγµένων από και πρός το WCS. ΄Οπως :

(α’) Από το ιδιωτικό σύστηµα συντεταγµένων ενός µοντέλου στο WCS.

(�’) Από το WCS στο σύστηµα συντεταγµένων µίας εικονικής κάµερας.

3. Προβολές του τρισδιάστατου κόσµου στις διδιάστατες συντεταγµένες της εικόνας που σχη-

µατίζεται στην έξοδο του συστήµατος γραφικών.

Στη συνέχεια αναλύονται τα δύο πρώτα είδη µετασχηµατισµού (κινήσεις και αλλαγές συστήµατος

συντεταγµένων) ενώ οι µετασχηµατισµοί προβολής εξετάζονται αµέσως µετά την παρουσίαση του

χώρου των δύο διαστάσεων που ακολουθεί.

1Υπενθυµίζεται πάντως ότι παρόµοια ερωτήµατα οδήγησαν στην πυρά της Ιεράς Εξέτασης αρκετούς στοχαστές σε

παρελθόντες αιώνες.
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4.4.1 Καρτεσιανές και οµογενείς συντεταγµένες

Παραδοσιακά τα διανύσµατα του τρισδιάστατου κόσµου αναπαρίστανται από τα στοιχεία του

συνόλου R3 ώς,

v =




x

y

z


 (4.29)

όπου οι πραγµατικοί αριθµοί x, y, z υποδηλώνουν τις συντεταγµένες c του v ως προς την ορ-

ϑοκανονική �άση {x̂, ŷ, ẑ}. Η εν λόγω �άση καθορίζει τις κατευθύνσεις και τις µονάδες µέτρησης

στους λεγόµενους καρτεσιανούς άξονες x, y και z. Είναι ενδιαφέρον να σηµειωθεί ότι η αναπαράσ-

ταση του διανύσµατος v µέσω των συντεταγµένων του c είναι εφαρµογή του ισοµορφισµού που

διαπιστώθηκε στην Ενότητα 4.1.2.

Αντίστοιχα, τα σηµεία του τρισδιάστατου κόσµου καθορίζονται από την αυθαίρετα τοποθετη-

µένη αρχή του και το διάνυσµα v που οδηγεί από την αρχή αυτή στη ϑέση του σηµείου. Οι

συντεταγµένες του σηµείου καθορίζονται από τις συντεταγµένες c του v όπως παραπάνω.

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι το σύνολο των διανυσµάτων του τρισδιάστατου κόσµου είναι ένας

διανυσµατικός χώρος, V3D, διάστασης n = 3 µε τις πράξεις της διανυσµατικής πρόσθεσης και

του �αθµωτού πολλαπλασιασµού ορισµένες όπως στο διανυσµατικό χώρο R3. Εντελώς ανάλογα

το σύνολο των σηµείων του τρισδιάστατου κόσµου είναι ένας χώρος σηµείων A3D. Η αρχή o του

χώρου σηµείων είναι (ισόµορφη προς) το σηµείο [0, 0, 0]T . Η πράξη της µετατόπισης ⊕ ορίζεται

αντίστοιχα µέσω της πρόσθεσης στο σύνολο R3.

Με �άση τα παραπάνω, αν v = xx̂ + yŷ + zẑ = [x, y, z]T ∈ V3D και p ∈ A3D ένα σηµείο του

τρισδιάστατου χώρου µε συντεταγµένες x, y, z ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις :

p = o⊕ v =




0

0

0


+




x

y

z


 =




x

y

z


 (4.30)

και αν το σηµείο q =




x ′

y′

z′


, τότε η µετατόπισή του, p, κατά το διάνυσµα v υπολογίζεται ως,

p = q⊕ v =




x ′

y′

z′


+




x

y

z


 =




x + x ′

y+ y′

z + z′


 (4.31)

Συνοψίζοντας, ο παραδοσιακός τρόπος αναπαράστασης των διανυσµάτων και των σηµείων των

χώρων V3D καιA3D αντίστοιχα γίνεται µέσω στοιχείων του συνόλου R3. Ωστόσο, όπως ϑα διαφανεί
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στις επόµενες ενότητες, ένας προσφορότερος για τον τοµέα της Γραφικής µε Υπολογιστές τρόπος

αναπαράστασης είναι µέσω της χρήσης των λεγόµενων οµογενών συντεταγµένων. Η αναπαράσταση

αυτή αντιστοιχίζει τα διανύσµατα του χώρου V3D σε διανύσµατα του R4 στα οποία οι τρείς πρώτες

συνιστώσες είναι οι συντεταγµένες ως προς την ορθοκανονική �άση {x̂, ŷ, ẑ} και η τέταρτή είναι

ίση προς το 0. ∆ηλαδή,

v =




x

y

z

0



. (4.32)

Και πάλι η διανυσµατική πρόσθεση και ο �αθµωτός πολλαπλασιασµός ορίζονται όπως στο χώρο

R4. Αντίστοιχα ο χώρος σηµείων A3D παριστάνεται από στοιχεία του συνόλου R4 µε το την τέταρτη

συνιστώσα δεσµευµένη στην τιµή 1, δηλαδή

p = o⊕ v =




0

0

0

1




+




x

y

z

0




=




x

y

z

1



. (4.33)

4.4.2 Μετασχηµατισµοί affine στις 3 διαστάσεις

Μετατόπιση σηµείου p κατά διάνυσµα t

Η µετατόπιση σηµείου κατά διάνυσµα, τόσο στις παραδοσιακές όσο και στις οµογενείς συντεταγ-

µένες, υλοποιείται µέσω της πρόσθεσης των αντίστοιχων συνιστωσών.

Συγκεκριµένα στις παραδοσιακές συντεταγµένες η µετατόπιση του σηµείου p = [x, y, z]T κατά

t = [tx , ty, tz]T ισούται µε

q = p⊕ t =




x

y

z


+




tx

ty

tz


 =




x + tx

y+ ty

z + tz


 (4.34)

Αντίστοιχα, στις οµογενείς συντεταγµένες, η µετατόπιση του σηµείου p = [x, y, z, 1]T κατά

t = [tx , ty, tz, 0]T ισούται µε

q = p⊕ t =




x

y

z

1




+




tx

ty

tz

0




=




x + tx

y+ ty

z + tz

1



. (4.35)
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Η εξίσωση (4.35) µπορεί επίσης να γραφεί σε µορφή πολλαπλασιασµού πίνακα επί διάνυσµα ως,

q = Thp (4.36)

όπου

Th
4
=




1 0 0 tx

0 1 0 ty

0 0 1 tz

0 0 0 1



. (4.37)

Είναι εµφανές ότι ο µετασχηµατισµός µετατόπισης ανήκει στην κατηγορία των σηµειακών

µετασχηµατισµών τύπου affine µε πίνακα γραµµικού µετασχηµατισµού L και συντεταγµένες του

σταθερού διανύσµατος µετατόπισης , c, που δίνονται από τις σχέσεις :

L = I3×3, c = t.

Ο πίνακας του αντίστροφου µετασχηµατισµού προκύπτει εφαρµόζοντας τη σχέση (4.26):

T−1
h =




1 0 0 −tx
0 1 0 −ty
0 0 1 −tz
0 0 0 1



.

Περιστροφή σηµείου p περί άξονα u κατά γωνία a

Η περιστροφή ενός σηµείου του τρισδιάστατου κόσµου καθορίζεται από δύο - µεταξύ τους ανεξάρτη-

τα - στοιχεία :

1. Τον άξονα περιστροφής. Ο άξονας περιστροφής είναι ευθεία που διέρχεται από την αρχή του

συστήµατος συντεταγµένων και η κατεύθυνσή του προσδιορίζεται από µοναδιαίο διάνυσµα

u.

2. Τη γωνία περιστροφής a.

Τα δύο αυτά στοιχεία προσδιορίζουν το µετασχηµατισµό περιστροφής, q, του σηµείου p ως το

σηµείο που προκύπτει άν το p µετακινηθεί κατά τόξο a πάνω σε κύκλο που �ρίσκεται σε επίπεδο

κάθετο στον άξονα το οποίο διέρχεται από το p. Η περιστροφή κατά a έχει ως ϑετική ϕορά αυτή

του δεξιόστροφου κοχλία που κινείται κατά την κατεύθυνση του u. Η διαδικασία περιστροφής

απεικονίζεται στο Σχήµα 4.1.

Οι συντεταγµένες του περιεστραµένου σηµείου q υπολογίζονται ως εξής :

38



p
q


o


c


w


x


z


y


a


Σχήµα 4.1: Τρισδιάστατη περιστροφή σηµείου περί αυθαίρετο άξονα : Το σηµείο Q προκύπτει από

περιστροφή σηµείου P περί άξονα u κατά γωνία a

p


q


c
w


a


Σχήµα 4.2: Τρισδιάστατη περιστροφή σηµείου περί αυθαίρετο άξονα : Προβολή στο επίπεδο περι-

στροφής.
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1. Τόσο το p όσο και το q αναλύονται ως,

p = o⊕−→op = o⊕ (−→oc +−→cp) (4.38)

q = o⊕−→oq = o⊕ (−→oc +−→cq) (4.39)

όπου τα διανύσµατα −→op, −→oq, −→oc, −→cp, −→cq ορίζονται µέσω των άκρων τους (π.χ., −→op = p	 o).

2. Η κοινή συνιστώσα −→oc είναι η προβολή του διανύσµατος −→op (ισοδύναµα του −→oq) στον άξονα

που ορίζεται από το µοναδιαίο διάνυσµα u. Εποµένως,

−→oc = 〈−→op,u〉u, (4.40)

όπου µε 〈v,u〉 συµβολίζεται το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων v και u. Η συνιστώσα

−→oc προφανώς µένει αναλλοίωτη κατά την περιστροφή.

3. Το διάνυσµα −→cq υπολογίζεται από το διάνυσµα −→cp µε τη �οήθεια του Σχήµατος 4.2. Στο

σχήµα αυτό το επίπεδο περιστροφής έχει ταυτιστεί µε το επίπεδο της σελίδας. Πάνω στο

επίπεδο αυτό ορίζεται το διάνυσµα −→cw που είναι κάθετο τόσο στο −→cp όσο και στο u, και έχει

το ίδιο µήκος µε το −→cp:

−→cw = u×−→cp

= u× (−→op −−→oc)

= u×−→op (4.41)

όπου στην τελευταία εξίσωση χρησιµοποιήθηκε η παραλληλία των διανυσµάτων −→oc και u

που καθιστά το εξωτερικό τους γινόµενο ίσο προς το 0. Το διάνυσµα −→cq αναλύεται σε δύο

συνιστώσες παράλληλες προς τα −→cp και −→cw αντίστοιχα :

−→cq = cos a −→cp + sina −→cw

= cos a (−→op −−→oc) + sina (u×−→op)

= cos a (−→op − 〈−→op,u〉u) + sina (u×−→op) (4.42)

όπου στη δεύτερη γραµµή χρησιµοποιήθηκε η σχέση (4.41) και στην τρίτη γραµµή η σχέση

(4.40).

4. Από το συνδυασµό των σχέσεων (4.39), (4.40) και (4.42) προκύπτει ότι τελικά

q = o⊕
[
(1− cos a) 〈−→op,u〉u + cos a −→op + sina (u×−→op)

]
. (4.43)

Η εξίσωση (4.43) ονοµάζεται τύπος του Rodrigues.

40



Με τη χρήση συµβατικών - µή οµογενών - συντεταγµένων ο τύπος του Rodrigues γράφεται,

vq = Rvp (4.44)

όπου

vp ≡ −→op =




vpx

vpy

vpz


 , vq ≡ −→oq =




vqx

vqy

vqz


 , u =




ux

uy

uz




τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στα σηµεία p, q και στον άξονα u και

R
4
= (1− cosa)




u2
x uxuy uxuz

uyux u2
y uyuz

uzux uzuy u2
z


+ cos a




1 0 0

0 1 0

0 0 1


+ sina




0 uz −uy
−uz 0 ux

uy −ux 0




=




(1− cos a)u2
x + (cos a) (1− cosa)uxuy + (sina)uz (1− cosa)uxuz − (sina)uy

(1− cos a)uyux − (sina)uz (1− cosa)u2
y + (cos a) (1− cosa)uyuz + (sina)ux

(1− cos a)uzux + (sina)uy (1− cosa)uzuy − (sina)ux (1− cosa)u2
z + (cos a)




(4.45)

Η εξίσωση περιστροφής (4.44) ορίζει ένα γραµµικό µετασχηµατισµό στο χώρο V3D µε πίνακα

µετασχηµατισµού τον R. Από την πρώτη γραµµή της έκφρασης (4.45) γίνεται εύκολα αντιληπτό

ότι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός που αντιστοιχεί σε περιστροφή περί τον u κατά γωνία −a
επιτυγχάνεται µε πολλαπλασιασµό του διανύσµατος vp επί τον πίνακα RT , δηλαδή,

R−1 = RT (4.46)

ή ισοδύναµα,

RRT = RTR = I3×3 (4.47)

Με τη χρήση οµογενών συντεταγµένων, η σχέση (4.44) µετασχηµατίζεται στην,

vq = Rhvp (4.48)

όπου τώρα

vp =




vpx

vpy

vpz

0



, vq =




vqx

vqy

vqz

0



, u =




ux

uy

uz

0




τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στα σηµεία p, q και στον άξονα u και

Rh
4
=


 R 03×1

01×3 1


 . (4.49)
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Η σχέση (4.48) ορίζει και πάλι ένα γραµµικό µετασχηµατισµό στο διανυσµατικό χώρο V3D µε

αντίστροφο τον

R−1
h = RT

h =


 RT 03×1

01×3 1


 . (4.50)

Είναι σηµαντικό να παρατηρηθεί ότι ο µετασχηµατισµόςπεριστροφής είναι σηµειακός µετασχη-

µατισµός τύπου affine στο χώρο A3D µε πίνακα γραµµικού µετασχηµατισµού τον R και συντε-

ταγµένες σταθερού διανύσµατος c = 03×1. Συνεπώς, όταν τα σηµεία p, q εκφραστούν µέ τη χρήση

οµογενών συντεταγµένων σαν διανύσµατα του R4 της µορφής,

p =




vpx

vpy

vpz

1



, q =




vqx

vqy

vqz

1



,

τότε αυτά συνδέονται µε µία σχέση ανάλογη της (4.48), δηλαδή,

q = Rhp (4.51)

όπως προκύπτει από τη χρήση της γενικής σχέσης (4.25).

∆ιαστολή/Συστολή κατά sx , sy και sz

Η διαστολή (συστολή) έχει σαν αποτέλεσµα την αλλαγή της ϑέσης των σηµείων του κόσµου ώστε

αυτά να αποµακρυνθούν από (πλησιάσουν) την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων.

Στο παραδοσιακό σύστηµα συντεταγµένων η διαστολή/συστολή περιγράφεται από οποιοδή-

ποτε γραµµικό µετασχηµατισµό των διανυσµάτων που ορίζουν τα σηµεία µε διαγώνιο πίνακα

µετασχηµατισµού. ΄Ετσι το σηµείο p = o⊕ vp µετασχηµατίζεται στο q = o⊕ vq όπου,

vq = Svp, (4.52)

και

S =




sx 0 0

0 sy 0

0 0 sz


 (4.53)

Στην ειδική περίπτωση sx = sy = sz = s ο παραπάνω πίνακας γράφεται S = sI3×3 και η

αντίστοιχη συστολή/διαστολή είναι οµοιόµορφη προς όλες τις κατευθύνσεις.

Με τη χρήση οµογενών συντεταγµένων η σχέση (4.52) γράφεται

vq = Shvp, (4.54)
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όπου τώρα τα διανύσµατα vp και vq ανήκουν στο R4 και η τελευταία συνιστώσα είναι δεσµευµένη

ως συνήθως στο 0. Ο 4× 4 πίνακας του σηµειακού µετασχηµατισµού τύπου affine δίνεται από τη

σχέση,

Sh =


 S 03×1

01×3 1


 (4.55)

Είναι σηµαντικό να παρατηρηθεί ότι όταν τα σηµεία p, q του χώρου σηµείων A3D εκφραστούν

µέ τη χρήση οµογενών συντεταγµένων σαν διανύσµατα του R4 τότε αυτά συνδέονται µε µία σχέση

ανάλογη της (4.54), δηλαδή,

q = Shp (4.56)

όπως άλλωστε προκύπτει και από την εφαρµογή της γενικής σχέσης (4.23).

Η αντιστροφή του µετασχηµατισµού είναι εφικτή όταν ο πίνακας S αντιστρέφεται, δηλαδή όταν

τα sx , sy και sz είναι όλα διάφορα του µηδενός. Τότε,

S−1
h =




1
sx

0 0 0

0 1
sy

0 0

0 0 1
sz

0

0 0 0 1



. (4.57)

4.4.3 Αλλαγή συστήµατος συντεταγµένων

Κάνοντας την υπόθεση ότι οι συντεταγµένες των σηµείων του A3D είναι γνωστές ως προς κάποιο

σύστηµα συντεταγµένων (π.χ. το WCS), ο όρος αλλαγή συστήµατος συντεταγµένων αναφέρεται στον

εκ νέου υπολογισµό των συντεταγµένων των σηµείων τουA3D ως προς ένα σύστηµα συντεταγµένων

µε διαφορετική αρχή και διαφορετική �άση. Προϋπόθεση για τη λύση του προβλήµατος είναι

να είναι γνωστή η έκφραση της νέας αρχής και της νέας �άσης ως προς το αρχικό σύστηµα

συντεταγµένων.

Η παραπάνω προϋπόθεση ικανοποιείται εάν είναι γνωστή η µετατόπιση της αρχής του νέου

συστήµατος ως προς το αρχικό και επίσης ο διανυσµατικός µετασχηµατισµός µέσω του οποίου

από την αρχική �άση διανυσµάτων (π.χ., {x̂, ŷ, ẑ}) παράγεται η �άση του νέου συστήµατος. Η

Πρόταση 4.4 µπορεί άµεσα να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό των νέων συντεταγµένων εάν ο

µετασχηµατισµός των διανυσµάτων της �άσης είναι γραµµικός.

Ειδικότερα η σχέση (4.27) για την περίπτωση συµβατικών συντεταγµένων ή εναλλακτικά η

σχέση (4.28) εφόσον χρησιµοποιούνται οµογενείς συντεταγµένες δίνουν τις νέες συντεταγµένες

στις παρακάτω περιπτώσεις :

1. Απλή µετατόπιση της αρχής των αξόνων κατά διάνυσµα t: L = I3×3 και c0 = t.
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2. Περιστροφή του συστήµατος συντεταγµένων περί άξονα u κατά γωνία a (χωρίς µετατόπιση

της αρχής): Τα νέα διανύσµατα �άσης είναι τα ´̂x = Rx̂, ´̂y = Rŷ, ´̂z = Rẑ όπου ο 3 × 3

πίνακας R δίνεται από τη σχέση (4.45). Συνεπώς L = R και c0 = 0.

3. Αλλαγή κλίµακας του συστήµατος συντεταγµένων : Τα νέα διανύσµατα �άσης είναι της µορ-

ϕής ´̂x = Sx̂ = sx x̂, ´̂y = Sŷ = syŷ και ´̂z = Sẑ = sz ẑ όπου ο 3 × 3 πίνακας S δίνεται

από τη σχέση (4.53). Τα δεύτερα µέλη των ισοτήτων προκύπτουν από την παρατήρηση ότι

x̂ = [1, 0, 0]T , ŷ = [0, 1, 0]T και ẑ = [0, 0, 1]T . Συνεπώς οι σχέσεις µετασχηµατισµού των

συντεταγµένων εφαρµόζονται µε L = S και c0 = 0.

4.5 Ο χώρος των δύο διαστάσεων

Ο γεωµετρικός χώρος των δύο διαστάσεων αντιστοιχεί στο χώρο των σηµείων του επιπέδου. Το

σύνολο των σηµείων του επιπέδου έχει τις ιδιότητες ενός χώρου σηµείων διάστασης n = 2.

Σε αντιστοιχία µε την παραδοσιακή αναπαράσταση των διανυσµάτων του τρισδιάστατου κόσ-

µου, τα διανύσµατα του επιπέδου αναπαρίστανται από τα στοιχεία του συνόλου R2 ώς,

v =


 x

y


 (4.58)

όπου οι πραγµατικοί αριθµοί x, y υποδηλώνουν τις συντεταγµένες c του v ως προς την ορθοκανον-

ική �άση {x̂, ŷ}. Η εν λόγω �άση καθορίζει τις κατευθύνσεις και τις µονάδες µέτρησης στους

λεγόµενους καρτεσιανούς άξονες x, y.

Αντίστοιχα, τα σηµεία του επιπέδου καθορίζονται από την αυθαίρετα τοποθετηµένη αρχή του

και το διάνυσµα v που οδηγεί από την αρχή αυτή στη ϑέση του κάθε σηµείου. Οι συντεταγµένες

του σηµείου καθορίζονται από τις συντεταγµένες c του v όπως παραπάνω.

΄Οπως και στην περίπτωση του τρισδιάστατου κόσµου, έτσι και στην περίπτωση του επιπέδου,

το σύνολο των διανυσµάτων του είναι ένας διανυσµατικός χώρος, V2D, διάστασης n = 2 µε τις

πράξεις της διανυσµατικής πρόσθεσης και του �αθµωτού πολλαπλασιασµού ορισµένες όπως στο

διανυσµατικό χώρο R2. Εντελώς ανάλογα το σύνολο των σηµείων του επιπέδου είναι ένας χώρος

σηµείων A2D. Η αρχή o του χώρου σηµείων είναι (ισόµορφη προς) το σηµείο [0, 0]T . Η πράξη της

µετατόπισης ⊕ ορίζεται αντίστοιχα µέσω της πρόσθεσης στο σύνολο R2.

Με �άση τα παραπάνω, αν v = xx̂+yŷ = [x, y]T ∈ V2D και p ∈ A2D ένα σηµείο του επιπέδου

µε συντεταγµένες x, y ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις :

p = o⊕ v =


 0

0


+


 x

y


 =


 x

y


 (4.59)
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και αν το σηµείο q =


 x ′

y′


, τότε η µετατόπισή του, p, κατά το διάνυσµα v υπολογίζεται ως,

p = q⊕ v =


 x ′

y′


+


 x

y


 =


 x + x ′

y+ y′


 . (4.60)

Η αναπαράσταση µέσω οµογενών συντεταγµένων, αντιστοιχίζει τα διανύσµατα του χώρου V2D

σε διανύσµατα του R3 στα οποία οι δύο πρώτες συνιστώσες είναι οι συντεταγµένες ως προς την

ορθοκανονική �άση {x̂, ŷ} και η τρίτη είναι ίση προς το 0. ∆ηλαδή,

v =




x

y

0


 . (4.61)

Αντίστοιχα ο χώρος σηµείωνA2D παριστάνεται από στοιχεία του συνόλουR3 µε την τρίτη συνιστώσα

δεσµευµένη στην τιµή 1, δηλαδή

p = o⊕ v =




0

0

1


+




x

y

0


 =




x

y

1


 . (4.62)

4.5.1 Μετασχηµατισµοί affine και αλλαγή συστήµατος συντεταγµένων στις 2 δι-

αστάσεις

Η µετατόπιση, η περιστροφή περί την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων κατά γωνία a και η δι-

αστολή/συστολή είναι µετασχηµατισµοί σηµείου τύπου affine. Μέσω αυτών, ένα σηµείο p = o⊕vp

µετασχηµατίζεται στο σηµείο q = L̇(p) = o⊕ L̃(v) = o⊕ [L(v) + vc]. Οι αντίστοιχοι πίνακες (L)

και διανύσµατα (c) δίνονται στον παρακάτω πίνακα:

Μετασχηµατισµός Πίνακας L του αντίστοιχου γραµ-

µικού µετασχηµατισµού L
Συντεταγµένες c του στα-

ϑερό διανύσµατος vc του

σηµειακού µετασχηµατισµού

affine

Μετατόπιση κατά t = [tx , ty]T L = I2×2 c = t =


 tx

ty




Περιστροφή περί την αρχή των

αξόνων κατά γωνία a

L = R =


 cos a − sina

sina cos a


 c = 02×1

∆ιαστολή/Συστολή κατά sx , sy L = S =


 sx 0

0 sy


 c = 02×1
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Κεφάλαιο 5

Θέαση του τρισδιάστατου κόσµου:

Από τις 3 στις 2 ∆ιαστάσεις

5.1 Εισαγωγή στις προβολές µε στοιχεία ϕυσικής οπτικής

Η διαµόρφωση της εικόνας του ϕυσικού κόσµου υπό τον οπτικό µετασχηµατισµό που εισάγουν (δι-

αθλαστικοί) ϕακοί και κάτοπτρα είναι µελετάται συστηµατικά από την γεωµετρική οπτική ϕυσική.

Οι έννοιες της εστίασης, της εστιακής απόστασης, του πετάσµατος, της σηµειακής ϕωτεινής πηγής

και του ειδώλου αποτελούν λέξεις κλειδιά στην ανάλυση του τρόπου που ο τρισδιάστατος ϕυσικός

κόσµος προβάλεται στην επίπεδη (διδιάστατη) επιφάνεια ενός πετάσµατος όταν η ϕωτεινή ακτι-

νοβολία των αντικειµένων που τον αποτελούν περνά µέσα από έναν διαθλαστικό ϕακό.

Ο µηχανισµός γέννεσης του ειδώλου µε τους κανόνες της γεωµετρικής οπτικής παριστάνεται

απλουστευτικά στο Σχήµα 5.1. Αναλυτικότερα, η ϑέση του ειδώλου A′ ενός τυχαίου σηµείου A

εντοπίζεται από την τοµή δύο χαρακτηριστικών γραµµών: (α) µίας ευθείας που ξεκινά από το

σηµείο A και διέρχεται από το κέντρο C του ϕακού και (�) µίας τεθλασµένης που το πρώτο τµήµα

της (AD) είναι παράλληλο στον άξονα FC του ϕακού και το δεύτερο τµήµα της ξεκινά από το σηµείο

τοµής, D, του πρώτου µε το επίπεδο του ϕακού και στη συνέχεια διέρχεται από την εστία F . ΄Οταν

το εν λόγω σηµείο τοµής �ρίσκεται στο επίπεδο του πετάσµατος τότε το A έχει ένα εστιασµένο

είδωλο A′. Σε κάθε άλλη περίπτωση το A προβάλεται σε µία περιοχή σηµείων (µη εστιασµένο

είδωλο). Στις επόµενες ενότητες η προβολές ϑα ϑεωρούνται εστιασµένες.

Από τη γεωµετρία του Σχήµατος 5.1 προκύπτει ότι η απόσταση A′B′ του σηµείου A′ από τον

άξονα του ϕακού υπολογίζεται από τη σχέση,

|A′B′|
|w| =

|AB|
|z| , (5.1)

όπου |w| = |CB′| η απόσταση του ϕακού από το πέτασµα και |z| = |CB| η οριζόντια απόσταση του
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Σχήµα 5.1: Η αρχή λειτουργίας της προοπτικής προβολής : Σύστηµα κυρτού ϕακού και πετάσ-

µατος εστιασµένου στο αντικείµενο AB. Το είδωλο A′B′ του αντικειµένου είναι ανεστραµµένο. Με

A′′B′′ παριστάνεται το ισοδύναµο είδωλο σε ορθή ϑέση µπροστά από το ϕακό.

προβαλόµενου σηµείου A από το επίπεδο του ϕακού.

Αν και από ϕυσικής άποψης το είδωλο (προβολή) του σηµείου A είναι το A′, από µαθηµατικής

άποψης είναι πιο �ολικό να ϑεωρείται ως είδωλο το συµµετρικό του A′ ως προς C, δηλαδή το σηµείο

A′′. Τα A′ και A′′ έχουν την ίδια απόσταση από τον άξονα του ϕακού αλλά αντίθετο πρόσιµο. Στη

συνέχεια αυτή η ισοδυναµία ϑα χρησιµοποιηθεί έτσι ώστε να υιοθετηθεί το απλουστευµένο (αλλά

απολύτως ισοδύναµο προς το πραγµατικό) µοντέλο σηµειακής προοπτικής προβολής του Σχήµατος

5.2. Το επίπεδο P που απέχει κατά w από το κέντρο προβολής C ονοµάζεται επίπεδο προβολής

και αντίστοιχα προς την (5.1) ισχύει η σχέση,

A′′B′′

w
=
AB

z
. (5.2)

Συνεπώς κατά την προοπτική προβολή η απόσταση του ειδώλου από τον άξονα προβολής είναι (α)

ανάλογη της απόστασης του προβαλόµενου σηµείου από τον ίδιο άξονα (|AB|), (�) αντιστρόφως

ανάλογη της απόστασης του προβαλόµενου σηµείου από το επίπεδο προβολής (|z| = |BC|).
Ας υποτεθεί τώρα ότι δύο σηµεία A1, A2 απέχουν από τον άξονα προβολής κατά |A1B1| = x

και |A2B2| = αx αντίστοιχα, ενώ η απόστασή τους από το επίπεδο προβολής διαφέρει κατά ∆z

(z1 = z, z2 = z+∆z). Χρησιµοποιώντας την εξίσωση (5.2) για κάθε ένα από τα αντίστοιχα είδωλα

προκύπτει ότι για σταθερό ∆z,

A2
′′B2
′′

A1
′′B1
′′ =

wαx 1
z+∆z

wx 1
z

= α
z

z + ∆z
z→∞−→ α. (5.3)
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Σχήµα 5.2: Το απλουστευµένο µοντέλο προοπτικής προβολής καθόλα ισοδύναµο µε αυτό του

Σχήµατος 5.1.

Η παραπάνω παρατήρηση δίνει το ϕυσικό νόηµα της λεγόµενης ορθογραφικής προβολής. Συγ-

κεκριµένα προκύπτει ότι όταν εξετάζονται οι προβολές ενός συνόλου σηµείων που απέχουν περίπου

z από το επίπεδο προβολής ενώ η µεταξύ τους απόσταση (κατά την κατεύθυνση του άξονα προβολής)

είναι ∆z � z τότε η απόσταση των προβολών τους από τον άξονα είναι σχεδόν ανάλογη της

απόστασης των προβαλοµένων σηµείων από τον ίδιο άξονα αφού η σµύκρινση που υφίστανται τα

είδωλα είναι περίπου σταθερή s = w
z ≈ w

z+∆z . Χωρίς �λάβη της γενικότητας το µοντέλο ορθο-

γραφικής ή παράλληλης προβολής ϑεωρεί s = 1. Το µοντέλο είναι ικανοποιητικά ακριβές για

z > 10∆z.

Με �άση τις προηγούµενες εισαγωγικές παρατηρήσεις, στην επόµενη ενότητα παρουσιάζον-

ται τα µοντέλα προοπτικής και ορθογραφικής προβολής σηµείων του τρισδιάστατου κόσµου στο

επίπεδο (προβολής).

5.2 Μετασχηµατισµοί προοπτικής και ορθογραφικής προβολής

5.2.1 Προοπτική προβολή

Στο απλουστευτικό µοντέλο προοπτικής προβολής των Σχηµάτων 5.1 και 5.2 έχει εµφανώς παρ-

αληφθεί η τρίτη διάσταση y. Γίνεται όµως εύκολα αντιληπτό ότι η συνιστώσα y των προβαλόµενων

σηµείων συµπεριφέρεται ακριβώς ανάλογα µε τη συνιστώσα x.

΄Εστω, λοιπόν, µία (εικονική) κάµερα που ως οπτική διάταξη συµπεριφέρεται σύµφωνα µε την

εξίσωση (5.2). Ο µετασχηµατισµός προοπτικής προβολής ως προς το σύστηµα συντεταγµένων της

κάµερας x̂c, ŷc, ẑc υπολογίζεται από την εξίσωση (5.2) µε τις εξής παραδοχές :

1. Το κέντρο C της προβολής ταυτίζεται µε την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων της κάµ-
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ερας.

2. Ο άξονας του ϕακού ορίζεται από το µοναδιαίο διάνυσµα ẑc.

3. Το επίπεδο προβολής ορίζεται από την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων και τα µοναδιαία

διανύσµατα x̂c και ŷc. Η τελευταία αυτή παραδοχή ϕαίνεται ασύµβατη µε το σχήµα 5.2,

καθώς εκεί ϕαίνεται ότι το κέντρο προβολής απέχει κατάw από το επίπεδο προβολής. Ωστόσο

αυτή η ασυµβατότητα προς το αληθινό µοντέλο γεωµετρικής οπτικής δεν ϑα προκαλέσει

σφάλµατα στον υπολογισµό των συντεταγµένων των προβολών καθώς η επίδραση του w ϑα

ληφθεί υπόψη µέσω της εφαρµογής της εξίσωσης (5.2). Επιπλέον και χωρίς �λάβη της

γενικότητας µπορεί να υποτεθεί ότι τα µήκη των µοναδιαίων διανυσµάτων επιλέγονται έτσι

ώστε w = 1.

Αν p = [xp, yp, zp, 1]T είναι οι οµογενείς συντεταγµένες ενός σηµείου ως προς το προαναφερθέν

σύστηµα συντεταγµένων της κάµερας, τότε οι οµογενείς συντεταγµένες της προοπτικής προβολής

του q = [xq, yq, zq, 1]T , σύµφωνα µε την εξίσωση (5.2) και την παραδοχή (3) ϑα είναι

xq =
wxp
zp

, yq =
wyp
zp

, zq = 0

Αξίζει να διευκρυνιστεί ότι χωρίς την παραδοχή (3) ϑα ίσχυε zq = w (γνωστό και σταθερό) αλλά

έτσι κι αλλοιώς αυτό που ενδιαφέρει κατά τον υπολογισµό της προβολής είναι οι συντεταγµένες xq,

yq πάνω στο διδιάστατο επίπεδο προβολής.

Η παραπάνω εξίσωση λαµβάνοντας υπόψη και την προαναφερθείσα κανονικοποίηση w = 1

µπορεί να γραφεί τη χρήση πινάκων ως ακολούθως,

d




xq

yq

zq

1




=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0







xp

yp

zp

1




(5.4)

Η µεταβλητή d ενσωµατώνει την επίδραση του �άθους και πρακτικά ισούται µε zp.

5.2.2 Ορθογραφική προβολή

Με �άση την εισαγωγική ανάλυση ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός για την ορθογραφική προβολή

δίνεται από την εξίσωση, 


xq

yq

zq

1




=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0







xp

yp

zp

1




(5.5)
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όπου έχει γίνει η απλούστευση s = w
zp
≈ σταθερό και µάλιστα s = 1 σύµφωνα µε την εισαγωγική

ανάλυση.

5.3 Μετασχηµατισµοί ϑέασης

Στις προηγούµενες ενότητες οι µετασχηµατισµοί (προοπτικής και ορθογραφικής) προβολής διατυπώθηκαν

ως προς το σύστηµα συντεταγµένων x̂c, ŷc, ẑc της κάµερας. Ωστόσο το πιο συνηθισµένο σενάριο

χρήση αυτών των µετασχηµατισµών απαιτεί τη διδιάστατη απεικόνιση του τρισδιάστατου κόσµου

µε δεδοµένα :

1. Τις συντεταγµένες των σηµείων ως προς το WCS.

2. Τη ϑέση της κάµερας µέσα στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων.

3. Το περιορισµένο οπτικό πεδίο της κάµερας.

∆ηµιουργείται έτσι η ανάγκη (α) να περιγραφεί µε αυστηρό µαθηµατικά τρόπο η πληροφορία

της ϑέσης της κάµερας, (�) να µετασχηµατιστούν οι συντεταγµένες των σηµείων από το WCS στο

σύστηµα συντεταγµένων της κάµερας προκειµένου να εφαρµοστούν οι εξισώσεις (5.4) ή (5.5) και

(γ) για λόγους υπολογιστικής διευκόλυνσης να προσδιοριστούν εκείνα τα σηµεία που είναι ορατά

από την κάµερα (ανήκουν δηλαδή στο περιορισµένο οπτικό της πεδίο).

Κάθε ένα από τα προβλήµατα (α)-(γ) αντιµετωπίζεται χωριστά στις επόµενες υποενότητες.

Το τελικό αποτέλεσµα της όλης διαδικασίας είναι ένας αλγόριθµος υπολογισµού µίας διδιάσ-

τατης εικόνας του τρισδιάστατου κόσµου.

5.3.1 Προσδιορισµός της ϑέσης µίας εικονικής κάµερας

Η ϑέση της εικονικής κάµερας σε σχέση µε το WCS προσδιορίζεται µονοσήµαντα αν είναι γνωστές

οι συντεταγµένες (α) του κέντρου προβολής C και (�) των µοναδιαίων διανυσµάτων x̂c, ŷc, ẑc ως προς

το WCS. Στην πράξη ο προσδιορισµός των συντεταγµένων του µέρους (�) είναι σχετικά άκοµψος και

αντί για αυτόν προτιµάται ένας εναλλακτικός τρόπος καθορισµού της κατεύθυνσης της κάµερας.

Συγκεκριµένα, πέραν του σηµείου C προσδιορίζονται :

1. ΄Ενα δεύτερο σηµείο K του τρισδιάστατου κόσµου προς το οποίο στοχεύει η κάµερα. Το

σηµείο αυτό οφείλει να προβάλεται πάνω στο σηµείο C, δηλαδή στην αρχή του συστήµατος

συντεταγµένων της κάµερας. Συνεπώς η ευθεία CK είναι ο άξονας του ϕακού.

2. ΄Ενα µοναδιαίο διάνυσµα u του οποίου η προβολή στο επίπεδο της κάµερας είναι παράλληλη

προς το ŷc. Το διάνυσµα αυτό, αποκαλούµενο και προς τα πάνω διάνυσµα, ορίζει την όρθια
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ϑέση της κάµερας. Γενικά πάντως δεν απαιτείται το u να είναι παράλληλο προς το επίπεδο

προβολής.

Ο προσδιορισµός των K και u είναι µία πολύ ϕυσική διαδικασία ανάλογη αυτής που χρησιµοποιεί

ένας ϕωτογράφος για να τοποθετήσει την ϕωτογραφική του µηχανή.

Αυτό που απαιτείται στη συνέχεια από µαθηµατικής άποψης είναι ο υπολογισµός των x̂c, ŷc, ẑc

µε �άση τις συντεταγµένες των u, K και C.

Καταρχήν αφού η ευθεία CK είναι ο άξονας του ϕακού ισχύει ότι

ẑc =

−→
CK

|CK| . (5.6)

Αν από το διάνυσµα u αφαιρεθεί η προβολή του πάνω στο ẑc προκύπτει διάνυσµα t = u −
〈u, ẑc〉ẑc παράλληλο προς το ŷc, συνεπώς,

ŷc =
t

|t| , t ≡ u− 〈u, ẑc〉ẑc. (5.7)

Τέλος το τρίτο µοναδιαίο διάνυσµα υπολογίζεται ώς το εξωτερικό γινόµενο των δύο άλλων,

x̂c = ẑc × ŷc. (5.8)

5.3.2 Από το WCS στο σύστηµα συντεταγµένων της κάµερας

Η αλλαγή συντεταγµένων των σηµείων του χώρου από το WCS µε µοναδιαία διανύσµατα

x̂ =




1

0

0


 , ŷ =




0

1

0


 , ẑ =




0

0

1


 , (5.9)

και αρχή

o =




0

0

0


 , (5.10)

στο σύστηµα συντεταγµένων της κάµερας µε µοναδιαία διανύσµατα x̂c, ŷc, ẑc και αρχή C πραγ-

µατοποιείται µέσω µίας περιστροφής (µε πίνακα περιστροφής R) και µίας µετατόπισης (κατά

διάνυσµα µετατόπισης d). Η µεν περιστροφή στοιχίζει το x̂ µε το x̂c, το ŷ µε το ŷc και το ẑ µε το

ẑc, η δε µετατόπιση µεταφέρει το o στο C.

΄Οσον αφορά στη περιστροφή ισχύει ότι,

x̂c = Rx̂, ŷc = Rŷ, ẑc = Rẑ,

ή ισοδύναµα

[x̂c ŷc ẑc] = R [x̂ ŷ ẑ] ,
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οπότε

R = [x̂c ŷc ẑc] [x̂ ŷ ẑ]−1

= [x̂c ŷc ẑc] [x̂ ŷ ẑ]T .

όπου στη δεύτερη γραµµή χρησιµοποιήθηκε η ιδιότητα [x̂ ŷ ẑ]T [x̂ ŷ ẑ] = I3×3 που ισχύει λόγω

της ορθογωνιότητας των µοναδιαίων διανυσµάτων µεταξύ τους και συνεπάγεται ότι [x̂ ŷ ẑ]−1 =

[x̂ ŷ ẑ]T . Τέλος από τις παραπάνω εξισώσεις προκύπτει ότι,

R = [x̂c ŷc ẑc]




x̂T

ŷT

ẑT


 = x̂cx̂

T + ŷcŷ
T + ẑc ẑ

T = [x̂c ŷc ẑc] , (5.11)

όπου στο τελευταίο �ήµα χρησιµοποιήθηκε η εξίσωση (5.9).

΄Οσον αφορά στη µετατόπιση ισχύει ότι,

C = o + d⇒ d = C − o = C, (5.12)

όπου στο τελευταίο �ήµα χρησιµοποιήθηκε η εξίσωση (5.10).

΄Εχοντας δεδοµένο τον πίνακα R και το διάνυσµα d, αν ένα σηµείο του χώρου A3D έχει

οµογενείς συντεταγµένες [x, y, z, 1] οι συντεταγµένες του ως προς το σύστηµα της κάµερας ϑα

είναι, 


xc

yc

zc

1




=


 RT −RTd

01×3 1







x

y

z

1




(5.13)

σύµφωνα µε την εξίσωση (4.28) της Πρότασης 4.4 και χρήση της ιδιότητας R−1 = RT που ισχύει

για κάθε πίνακα περιστροφής.

5.3.3 Το οπτικό πεδίο της κάµερας

Οι υπολογισµοί των δύο προηγούµενων υποενοτήτων παρέχουν τη δυνατότητα εντοπισµού της

προβολής οποιουδήποτε σηµείου του τρισδιάστατου κόσµου πάνω στο επίπεδο της κάµερας P (�λ.

Σχήµα 5.3). Υπενθυµίζεται ότι για λόγους µαθηµατικής ευκολίας αυτό το επίπεδο προβολής τοπο-

ϑετήθηκε µπροστά από το κέντρο προβολής C και σε απόστασηw από αυτό αντί της ϕυσιολογικής

του ϑέσης που είναι η ακριβώς συµµετρική ως προς το C. (�λ. συζήτηση για το πώς το µοντέλο

του Σχήµατος 5.1 απλουστεύθηκε στο µοντέλο του Σχήµατος 5.2 στην Ενότητα 5.1).

Στην πράξη η διδιάστατη εικόνα που σχηµατίζεται (προβάλεται) στην κάµερα αντιστοιχεί σε ένα

πεπερασµένων διαστάσεων ορθογώνιο που �ρίσκεται πάνω στο επίπεδο P. Στο Σχήµα 5.3 αυτό
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Σχήµα 5.3: Το οπτικό πεδίο της κάµερας.

το ορθογώνιο παριστάνεται από το γκρίζο παράθυρο µε κορυφές LL (Left-Lower),LU (Left-Upper),

RU (Right-Upper) και RL (Right-Lower). Ως αποτέλεσµα, µόνο τα σηµεία εντός της στερεάς γωνίας

που ορίζεται από τις τέσσερεις ευθείες (διακεκοµµένες γραµµές) που διέρχονται από το C και τις

κορυφές LL, LU , RU και RL είναι ορατά από την κάµερα, ανήκουν δηλαδή στο οπτικό πεδίο της

κάµερας.

Πλέον της παραπάνω µείωσης του αριθµού των σηµείων που συµµετέχουν στην διαδικασία

προβολής, µία ακόµη παρατήρηση µειώνει ακόµη περισσότερο τον εν λόγω αριθµό: Αντικείµενα

τα οποία �ρίσκονται είτε πολύ µακριά από είτε πολύ κοντά στο κέντρο προβολής C δεν έχει νόηµα

να προβληθούν. Σε συµφωνία µε τα ισχύοντα σε µία πραγµατική κάµερα τα πολύ µακρινά αν-

τικείµενα εκφυλίζονται σε σχεδόν µηδενικής διάστασης σχεδόν αόρατες προβολές. Επίσης τα πολύ

κοντινά αντικείµενα - αν προβάλονταν - ϑα καταλάµβαναν ολόκληρο το οπτικό πεδίο. Συνεπώς

χωρίς �λάβη του �εαλισµού στο τελικό αποτέλεσµα τόσο τα πολύ µακρινά όσο και τα πολύ κον-

τινά σηµεία εξαιρούνται από τη διαδικασία προβολής. Με αναφορά στο Σχήµα 5.3 τα σηµεία

ενδιαφέροντος περιορίζονται εντός της στερεάς γωνίας και µεταξύ δύο επιπέδων N (Near) και F

(Far) που τέµνουν τις πλευρές τις γωνίας και είναι κάθετα στον άξονα προβολής. Ως αποτέλεσµα

γεννιέται η έννοια του όγκου ϑέασης του που απεικονίζεται στο Σχήµα 5.4.

Ο ακριβής προσδιορισµός των επιπέδων N και F , δεδοµένου ότι αυτά είναι κάθετα στο καλά

ορισµένο άξονα προβολής απαιτεί επιπλέον τον καθορισµό των αποστάσεών τους - κατά µήκος του

άξονα προβολής - από το κέντρο προβολής C, dN και dF αντίστοιχα.
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Σχήµα 5.4: Ο πεπερασµένος όγκος ϑέασης είναι µία κόλουρη πυραµίδα στην περίπτωση της

προοπτικής προβολής.

Οι παραπάνω παρατηρήσεις καταδεικνύουν ότι κατά τη διαδικασία παραγωγής της διδιάσ-

τατης απεικόνισης του τρισδιάστατου κόσµου οι υπολογισµοί των προηγούµενων υποενοτήτων

µπορούν να περιοριστούν µόνο στα σηµεία που ανήκουν στον προαναφερθέντα όγκο ϑέασης. Τού-

το συνεπάγεται µία σηµαντική µείωση του υπολογιστικού κόστους αλλά απαιτεί µία επιπλέον

διαδικασία ελέγχου του αν ένα σηµείο είναι εντός ή εκτός της αντίστοιχης κόλουρης πυραµίδας.

Μία µεγάλη οικογένεια εναλλακτικών αλγορίθµων - υπό την ονοµασία three dimensional clipping

algorithms - έχουν προταθεί για τη λήψη της εν λόγω απόφασης.
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Κεφάλαιο 6

Αποκοπή (clipping)

Στο Κεφάλαιο 5 µελετώντας την προβολή του τρισδιάστατου χώρου στο επίπεδο της κάµερας εξ-

ετάστηκε η διαδικασία προβολής µεµονωµένων σηµείων και µόνο προς το τέλος του κεφαλαίου

(στην Ενότητα 5.3.3) σκιαγραφήθηκε η ανάγκη αποκλεισµού από τη διαδικασία προβολής όσων

σηµείων δεν ανήκουν στον όγκο ϑέασης.

Συχνά, ωστόσο, αν και ένα σηµείο (ευρισκόµενο εκτός του όγκου ϑέασης) πρέπει να αποκοπεί,

η πληροφορία που αυτό περιέχει είναι απαραίτητη για τον προσδιορισµό της προβολής κάποιων

άλλων σηµείων που είναι ορατά. Τυπικό παράδειγµα αποτελούν τα σηµεία τεθλασµένων γραµµών

ή επιφανειών που ορίζονται µέσω των κορυφών τους (�λ. Ενότητα 7.1). Η απλούστερη περίπτωση

που εντάσσεται σε αυτή την κατηγορία είναι αυτή ενός ευθύγραµµου τµήµατος AB το οποίο στο

τρισδιάστατο χώρο προσδιορίζεται µέσω των δύο άκρων του A και B. Εύκολα µπορεί να αποδειχθεί

ότι ένα τέτοιο τµήµα προβάλεται ακριβώς σε εκείνο το ευθύγραµµο τµήµα του επιπέδου προβολής

που ορίζεται από τις προβολές των δύο άκρων A′ και B′ αντίστοιχα. ΄Οµως ακόµη κι αν ένα ή

και τα δύο άκρα A και B �ρίσκονται εκτός του όγκου ϑέασης είναι πιθανόν κάποιο εσωτερικό

(υπο-)τµήµα του AB να είναι εντός του οπτικού πεδίου της κάµερας και συνεπώς η προβολή του

να πρέπει να υπολογιστεί. Ο προβληµατισµός αυτός επεκτείνεται ασφαλώς και σε πολύγωνα (στην

απλούστερη περίπτωση τρίγωνα) που είναι µερικώς ορατά.

Η διαδικασία προσδιορισµού του µέρους οποιουδήποτε αντικειµένου εµπίπτει στο οπτικό πεδίο

της κάµερας ονοµάζεται αποκοπή (clipping). Πρακτικά, το αποτέλεσµα αυτής της διαδικασίας είναι

ο προσδιορισµός µίας νέας τεθλασµένης γραµµής ή επιφάνειας (για την ακρίβεια των κορυφών της)

που προσδιορίζει το σύνορο του µέρους του αντικειµένου που ανήκει στον όγκο ϑέασης.

Η διαδικασία αποκοπής µπορεί να υλοποιηθεί, εναλλακτικά, σε δύο διαφορετικές ϕάσεις του

υπολογισµού των προβολών :

1. Πρίν από τους µετασχηµατισµούς προβολής : Στην περίπτωση αυτή ελέγχεται εάν οι κορυφές

που καθορίζουν τα αντικείνα (συνήθως στοιχειώδη αντικείµενα όπως ευθύγραµµα τµήµατα,
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τρίγωνα, πολύγωνα) ανήκουν στον τρισδιάστατο όγκο ϑέασης. Αν διαπιστωθεί ότι ολόκληρο

το αντικείµενο είναι εντός του συγκεκριµένου όγκου η διαδικασία της προβολής υλοποιείται

όπως περιγράφεται στο Κεφάλαιο 5. Στην αντίθετη περίπτωση υπολογίζονται οι κορυφές της

τοµής του αρχικού αντικειµένου µε τον όγκο ϑέασης. Πρέπει να σηµειωθεί ότι το αντικείµενο

«τοµή» µπορεί να έχει διαφορετικό αριθµό κορυφών από το αρχικό και επίσης µπορεί να

είναι µή-κυρτό ακόµη κι αν το αρχικό είναι κυρτό.

2. Μετά τους µετασχηµατισµούς προβολής : Στην περίπτωση αυτή όλα τα σηµεία της σκηνής

προβάλλονται χωρίς να ελέγχεται αν ανήκουν ή όχι στον όγκο ϑέασης. Κατόπιν οι διδιάστατες

προβολές των αντικειµένων ελέγχονται έναντι του ορθογωνίου παραθύρου µε κορυφές LL,

LU , RU και RL.

Το µειονέκτηµα της πρώτης µεθοδολογίας είναι η αυξηµένη πολυπλοκότητα υπολογισµών στον

τρισδιάστατο χώρο. Μειονεκτήµατα της δεύτερης προσέγγισης είναι ότι (α) δεν υλοποιείται η ιδέα

της απόρριψης των πολύ µακρινών και των πολύ κοντινών σηµείων (�λ. επίπέδα F και N της

Ενότητας 5.3.3) και (�) η πολυπλοκότητα αυξάνει λόγω του ανώφελου υπολογισµού των προβολών

πλήθους σηµείων τα οποία εκ των υστέρων µπορεί να απορριφθούν. Είναι προφανές ότι ένας

συνδυασµός των δύο προσεγγίσεων µπορεί να έχει συνολικά καλύτερες επιδόσεις.

Στις δύο ενότητες που ακολουθούν παρουσιάζεται η µεθοδολογία της αποκοπής χωριστά για

κάθε µία από τις παραπάνω προσεγγίσεις.

6.1 Αποκοπή από επίπεδα κυρτά πολύγωνα

Οποιαδήποτε τεθλασµένη γραµµή αποτελείται από ευθύγραµµα τµήµατα και οποιαδήποτε κλειστή

πολυγωνική περιοχή µπορεί να αποικοδοµηθεί σε ένα σύνολο τριγωνικών µερών. Συνεπώς η

διαδικασία αποκοπής επίπεδων (τεθλασµένων) σχηµάτων από επίπεδα κυρτά πολύγωνα εύκολα

ανάγεται στο πρόβληµα υπολογισµού της αποκοπής των στοιχειωδών ευθυγράµµων τµηµάτων ή

τριγώνων.

6.1.1 Αποκοπή ευθυγράµµων τµηµάτων

Στο Σχήµα 6.1 παρουσιάζονται οι τέσσερεις περιπτώσεις σεναρίων αποκοπής ευθύγραµµου τµή-

µατος από οποιοδήποτε κυρτό πολύγωνο.

Κάθε µία από τις n ευθείες που ορίζονται από τις πλευρές ενός κυρτού n-γώνου διαιρεί το

επίπεδο σε δύο ηµιεπίπεδα εκ των οποίων το ένα περιέχει ολόκληρο το πολύγωνο. Στο εξής

το εν λόγω ηµιεπίπεδο ϑα συµβολίζεται ως ηµιεπίπεδο-0 της συγκεκριµένης ευθείας ενώ για το

συµπληρωµατικό του ϑα χρησιµοποιείται ο όρος ηµιεπίπεδο-1. Κατά σύµβαση το ηµιεπίπεδο-0
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Σχήµα 6.1: (α) Οι δυνατές περιπτώσεις αποκοπής ευθύγραµµου τµήµατος από κυρτό πολύγωνο :

πλήρης αποκοπή (KL), πλήρης αποδοχή (MN ), µερική αποκοπή του ενός άκρου (PQ) ή και των

δύο άκρων (RS). (�) Το αποτέλεσµα της αποκοπής

περιέχει και τα σηµεία της ευθείας ενώ το ηµιεπίπεδο-1 είναι ανοιχτό. Από κοινού οι n ευθείες

διαµερίζουν το επίπεδο σε χωρία (�λ. Σχήµα 6.2) τα οποία µπορεί να ταυτοποιηθούν (να λάβουν

κωδικούς) από διαδικές λέξεις της µορφής w = bnbn−1 · · · b1b0 όπου

bi =





0 αν το χωρίο �ρίσκεται στο ηµιεπίπεδο-0 της ευθείας i

1 αν το χωρίο �ρίσκεται στο ηµιεπίπεδο-1 της ευθείας i
(6.1)

Με �άση τα παραπάνω, οι n ευθείες διαµερίζουν το επίπεδο το πολύ σε 2n χωρία. Στη συνέχεια,

κάθε σηµείο του επιπέδου αντιστοιχίζεται στον κωδικό του χωρίου που ανήκει. Με αναφορά στα

παραπάνω, οι ακόλουθες παρατηρήσεις ϑα χρησιµοποιηθούν στην κατασκευή ενός αλγόριθµου

αποκοπής :

1. Τα σηµεία τύπου 00 · · · 00 και µόνον αυτά είναι στο εσωτερικό του κυρτού πολυγώνου.

2. Το i-οστό bit του κώδικα δύο σηµείων διαφέρει αν και µόνο άν �ρίσκονται εκατέρωθεν της

ευθείας i.

Κατόπιν των παραπάνω παρατηρήσεων ο αλγόριθµος αποκοπής ενός τυχαίου ευθύγραµµου τµή-

µατος PQ ακολουθεί τα παρακάτω �ήµατα :

Βήµα 1ο:

Υπολογίζονται οι κωδικοί p και q των άκρων του P και Q αντίστοιχα. Ο υπολογισµός απαιτεί τον

έλεγχο της ϑέσης των σηµείων ώς προς κάθε µία από τις n ευθείες και χρήση της σχέσης (6.1). Στη

γενική περίπτωση τα σηµεία της ευθείας i έχουν συντεταγµένες (x, y) που ικανοποιούν τη σχέση

αix + �iy+ 1 = 0, (6.2)
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όπου οι σταθερές αi , �i υπολογίζονται από τις συντεταγµένες των κορυφών του πολυγώνου που

ορίζουν τη συγκεκριµένη ευθεία. 1 Τα σηµεία των δύο ηµιεπιπέδων υπακούν την ανισότητα

αix + �iy + 1
>
< 0 µε διαφορετική ϕορά. Η ϕορά της ανισότητας που αντιστοιχεί στο ηµιεπίπεδο-

0 είναι κατά περίπτωση αυτή που ικανοποιούν (όλες) οι υπόλοιπες κορυφές του πολυγώνου. Η

ισότητα ανατίθεται και αυτή στο ηµιεπίπεδο-0.

Βήµα 2ο:

Αν p = q = 00 · · · 00 τότε και τα δύο άκρα �ρίσκονται εντός του κυρτού πολυγώνου οπότε δεν

χρειάζεται αποκοπή. Σε κάθε άλλη περίπτωση προχωράµε στο 3ο Βήµα.

Βήµα 3ο:

Υπολογίζεται η λογική έκφραση r = p XOR q. Αν το i-οστό bit (ri ) του r είναι 1 τότε το ευθύγραµµο

τµήµα PQ τέµνεται από την ευθεία i σε κάποιο σηµείο Ti το οποίο µάλιστα είναι διαφορετικό από

τα P, Q.

Βήµα 4ο:

Για κάθε µία από τις τέµνουσες ευθείες που προσδιρίστηκαν στο 3ο Βήµα υπολογίζεται το αντίσ-

τοιχο σηµείο τοµής Ti . Τα σηµεία του ευθύγραµου τµήµατος PQ ανήκουν σε ευθεία µε εξίσωση

αx + �y+ 1 = 0, (6.3)

όπου οι σταθερές α, � υπολογίζονται από τις συντεταγµένες των άκρων P και Q. Το σύστηµα των

δύο γραµµικών εξισώσεων (6.2) και (6.3) καθορίζει τις συντεταγµένες του εκάστοτε σηµείου τοµής

Ti .

Βήµα 5ο:

Το σύνολο των σηµείων τοµής Ti και επιπλέον τα δύο άκρα P και Q διατάσονται ώς προς τη

µία συντεταγµένη τους και στη συνέχεια το αρχικό τµήµα PQ κατακερµατίζεται σε επιµέρους

τµήµατα. Κάθε ένα από τα τµήµατα αυτά είτε �ρίσκεται ολόκληρο µέσα στο πολύγωνο είτε δεν το

τέµνει καθόλου.

Βήµα 6ο:

Για κάθε ένα από τα επιµέρους τµήµατα εκτελούνται τα Βήµατα 1 και 2 του αλγορίθµου για να

αποφασιστεί αν αυτά �ρίσκονται (εξολοκλήρου) στο εσωτερικό του πολυγώνου ή όχι. ΄Οσα από τα

τµήµατα δεν �ρίσκονται στο εσωτερικό αποκόπτονται ολοκληρωτικά.

Η πιο χρήσιµη ειδική περίπτωση του παραπάνω αλγορίθµου αφορά την αποκοπή ευθυ-

γράµµων τµηµάτων από ορθογώνια παραλληλόγραµµα µε πλευρές παράλληλες προς τους άξονες

του επιπέδου. Στην περίπτωση αυτή τα Βήµατα 1 και 4 του αλγορίθµου απλουστεύονται καθότι

1Αν η ευθεία ορίζεται από τις κορυφές A = (xA , yA) και B = (xB , yB) τότε


 αi

�i


 = −


 xA yA

xB yB



−1 
 1

1




58



A


B


C


D


E


K


L


M


N


P


Q


R


S


b1

b2


b0


b4


b3


00000


00001


00010


00100


01000


10000


11001


10001


00011


11000


01100


00110


00111


Σχήµα 6.2: Οι n ευθείες των πλευρών ενός κυρτού n-γώνου διαµερίζουν το επίπεδο σε 2n (το πολύ)

περιοχές.
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οι τέσσερεις ευθείες που ορίζονται περιγράφονται (µε αναφορά στο Σήµα 6.3) από τις εξισώσεις :

Ευθεία i = 0 : y = ymax = yAB

Ευθεία i = 1 : x = xmax = xBC

Ευθεία i = 2 : y = ymin = yCD

Ευθεία i = 3 : x = xmin = xDA

(6.4)

Συνεπώς για το τυχαίο σηµείο P του επιπέδου, µε συντεταγµένες xp, yp, τα 4 bits της κωδικής

λέξης του υπολογίζονται, στο Βήµα 1, από τις σχέσεις :

p0 = logical(yp > ymax)

p1 = logical(xp > xmax)

p2 = logical(yp < ymin)

p3 = logical(xp < xmin)

(6.5)

Εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί ότι στην περίπτωση αυτή, ορίζονται µόνο 9 χωρία (9 < 24) µε τους

κωδικούς που ϕαίνονται στο Σχήµα 6.3.

Επιπλέον στο Βήµα 4, εφόσον χρειαστούν, οι πιθανές τοµές της ευθείας που περιγράφεται

από την (6.3) µε τις τέσσερεις παραπάνω ευθείες �ρίσκονται µε την (κατάλληλη κατά περίπτωση)

αντικατάσταση των x, y µε τις τιµές ymax , xmax , ymin, xmin.

Η αποκοπή ευθυγράµµων τµηµάτων από ορθογώνια παραλληλόγραµµα είναι άµεσα εφαρ-

µόσιµη στην πρακτική περίπτωση αποκοπής µετά τους µετασχηµατισµούς προβολής όπου τα σηµεία

A, B, C, D αντιστοιχούν κατά σειρά στις κορυφές LU , RU , RL, LL του ορθογώνιου οπτικού πεδίου

της κάµερας.

6.1.2 Αποκοπή τριγώνων

(Η Ενοτητα αυτη δεν θα περιληφθει στις σηµειωσεις του ακαδηµαϊκου ετους 2003.)

6.2 Αποκοπή από τρισδιάστατα κυρτά πολύεδρα

(Η Ενοτητα αυτη δεν θα περιληφθει στις σηµειωσεις του ακαδηµαϊκου ετους 2003.)
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Σχήµα 6.3: Αποκοπή του ευθύγραµµου τµήµατος PQ, από το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο

ABCD. Η εφραµογή του αλγορίθµου οδηγεί στην κατάτµηση του PQ στα επιµέρους τµήµατα

PT2, T2T0, T0T1 και T1Q. Από αυτά αποκόπτονται όλα πλην του T2T0 που �ρίσκεται εξολοκλήρου

µέσα στο ABCD

61



Κεφάλαιο 7

Αναπαράσταση καµπυλών και

επιφανειών

Στα προηγούµενα κεφάλαια µελετήθηκε η έννοια του σηµείου καθώς και οι µετασχηµατισµοί των

σηµείων µε την εµφανή παραδοχή ότι τα αντικείµενα του διδιάστατου ή τρισδιάστατου κόσµου

προσδιορίζονται από ένα σύνολο σηµείων. ∆υστυχώς, το πλήθος των σηµείων που περιγράφουν

πλήρως ένα σχήµα ή ένα στερεό (για παράδειγµα, τα άπειρα σηµεία της επιφάνειας ενός ακανόν-

ιστου στερεού αντικειµένου) είναι άπειρο. Εποµένως είναι λογικό να αναζητηθούν συµπαγέσ-

τεροι τρόποι προσδιορισµού τόσο των καµπυλών όσο και των επιφανειών µέσω ενός πεπερασµέ-

νου πλήθους σηµείων. Ως αποτέλεσµα στη ϑεωρία των γραφικών επεκράτησαν δύο εναλλακτικές

τεχνοτροπίες που έχουν τις �ίζες τους στην προσεγγιστική αναπαράσταση συναρτήσεων της κλασ-

σική µαθηµατικής ανάλυσης :

1. Την δειγµατοληψία και γραµµική παρεµβολή. Σύµφωνα µε αυτή την µεθοδολογία η αρχική

καµπύλη ή επιφάνεια δειγµατοληπτείται µε αποτέλεσµα τον εντοπισµό ενός αντιπροσωπευ-

τικού πλέγµατος σηµείων (mesh) και στή συνέχεια οι µεν καµπύλες προσεγγίζονται από την

τεθλασµένη που ορίζουν τα εν λόγω σηµεία οι δε επιφάνειες από το πολύεδρο µε κορυφές

στις ϑέσεις των σηµείων του πλέγµατος.

2. Την κατά τµήµατα (piece-wise approximation) προσέγγιση µέσω πολυωνύµων �άσης. Σε

αυτή την κατηγορία µεθόδων η ϑέση κάθε τυχαίου σηµείου p µίας καµπύλης ή επιφάνειας

προσεγγίζεται από µία διανυσµατική συνάρτηση P(t) παραµετροποιηµένη ώς προς τη µεταβλ-

ητή t. Η εν λόγω συνάρτηση παριστάνεται ως ανάπτυγµα σε ένα πεπερασµένο σύνολο

συναρτήσεων �άσης. Ως συντελεστές του αναπτύγµατος χρησιµοποιείνται ένα πεπερασµένο

πλήθος σηµείων του αντίστοιχου χώρου (επίπεδο ή τρισδιάστατος χώρος) που αποκαλούνται

σηµεία ελέγχου.
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Κάθε µία από τις δύο παραπάνω εναλλακτικές µεθοδολογίες έχει συγκεκριµένα πλεονεκτήµατα

και µειονεκτήµατα µε σηµαντικότερα τα ακόλουθα:

1. ΄Οσον αφορά στην προσέγγιση µέσω τεθλασµένης γραµµής ή πολυέδρου:

(α’) ΄Εχει πολύ απλή διαισθητική ερµηνεία

(�’) Προκύπτει µε ϕυσικό τρόπο κατά τη µοντελοποίηση ϕυσικών αντικειµένων �άσει µετρή-

σεων (π.χ., µε τη χρήση ενός 3D scanner).

(γ’) ∆εν επιδέχεται εύκολη αλλαγή στην πυκνότητα (λεπτοµέρεια) των σηµείων.

(δ’) Είναι ιδιαίτερα απαιτητική σε µνήµη όταν αυξάνει ο �αθµός λεπτοµέρειας και συνεπώς

το πλήθος των σηµείων.

(ε’) Οποιοσδήποτε µετασχηµατισµός (περιστροφή, µετατόπιση, κ.λπ.) του αντικειµένου

απαιτεί υπολογισµούς για κάθε ένα από τα σηµεία του πλέγµατος.

(�’) Η σχεδίαση ή τροποποίηση συνθετικών αντικειµένων είναι δυσχερής λόγω της απαίτησης

χειρισµού της πληθώρας των σηµείων του πλέγµατος.

2. ΄Οσον αφορά στην προσέγγιση µέσω αναπτύγµατος σε συναρτήσεις �άσης :

(α’) Παρέχει ευχέρεια στη σχεδίαση συνθετικών µοντέλων χάρη στο σχετικά µικρό αριθµό

σηµείων ελέγχου που απαιτούνται για τον καθορισµό των αναπτυγµάτων.

(�’) Για το ίδιο λόγο οι µετασχηµατισµοί είναι υπολογιστικά απλούστεροι καθώς αποδεικνύε-

ται ότι ισοδυναµούν µε τους µετασχηµατισµούς των σχετικά ολιγάριθµων σηµείων

ελέγχου.

(γ’) Η απαιτούµενη µνήµη είναι επίσης µικρότερη.

(δ’) Επειδή η συνάρτηση P(t) είναι συνεχής είναι εύκολος ο υπολογισµός της ϑέσης ενός

αυθαίρετα πυκνού πλήθους σηµείων του αντικειµένου - όταν αυτό χρειαστεί - και

συνεπώς εύκολη η διαδικασία αυξοµείωσης της χρησιµοποιούµενης ανάλυσης.

(ε’) ∆εν προκύπτει µε ϕυσικό τρόπο κατά τη µοντελοποίηση ϕυσικών αντικειµένων �άσει

µετρήσεων καθώς τα σηµεία ελέγχου δεν είναι σηµεία του αντικειµένου.

Οι δύο επόµενες ενότητες αναλύουν τις δύο προαναφερθείσες µεθοδολογίες µε αυστηρότερο

και λεπτοµερέστερο τρόπο.
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p0 x0, y0, z0

p1 x1, y1, z1

· · ·
pN−1 xN−1, yN−1, zN−1

Πίνακασ 7.1: Πίνακας Κορυφών (ΠΚ) για 3∆ γραµµές.

E0 pi0 , pj0

E1 pi1 , pj1

· · ·
EK−1 piK−1 , pjK−1

Πίνακασ 7.2: Πίνακας Ευθυγράµµων Τµηµάτων (ΠΤ).

.

7.1 Προσέγγιση µέσω τεθλασµένης γραµµής ή πολυέδρου

7.1.1 Προσέγγιση καµπύλης γραµµής

΄Εστω pi , i = 0, · · · , N − 1 σηµεία του τρισδιάστατου ή διδιάστατου χώρου που �ρίσκονται

κατανεµηµένα διαδοχικά πάνω στην προσεγγιζόµενη καµπύλη γραµµή. Τότε η καµπύλη προσ-

εγγίζεται από την τεθλασµένη p0p1 · · ·pN−1 και για την αναπαράστασή της χρησιµοποιούνται ο

πίνακας σηµείων (ΠΚ) (�λ. πίνακα 7.1) και ο πίνακας ευθυγράµµων τµηµάτων (ΠΤ) (�λ. πίνακα

7.2).

Κάθε ευθύγραµµο τµήµα Ek, k = 0, · · · , K − 1 (K = N − 1), του πίνακα ΠΤ ορίζεται από δύο

σηµεία του ΠΚ. Στην περίπτωση συνεκτικών καµπυλών οι σειρές του ΠΤ µπορούν να διαταχθούν

έτσι ώστε να αντιστοιχούν σε διαδοχικά τµήµατα της τεθλασµένης γραµµής οπότε το δεύτερο σηµείο

κάθε σειράς ταυτίζεται µε το πρώτο της επόµενης. Επίσης, µε την ίδια παραδοχή, αν η καµπύλη

είναι κλειστή pjN−2 ≡ pi0 .

7.1.2 Προσέγγιση επιφάνειας

΄Εστω pi , i = 0, · · · , N − 1 σηµεία του τρισδιάστατου χώρου που �ρίσκονται κατανεµηµένα πάν-

ω στην προσεγγιζόµενη επιφάνεια. Τότε η επιφάνεια προσεγγίζεται από πολυεδρική επιφάνεια

(άνοικτή ή κλειστή) αποτελούµενη από ένα σύνολο ανά 
εύγη εφαπτόµενων επίπεδων πολυγώνων

Fl , l = 0, · · · , L − 1. Κάθε πολύγωνο καθορίζεται από ένα πλήθος ακµών επιλεγµένων από το

γενικό σύνολο των ακµών Ek, k = 0, · · · , K − 1 και κάθε ακµή προσδιορίζεται από ένα 
εύγος

σηµείων επιλεγµένων από το γενικό σύνολο σηµείων του πλέγµατος pn, n = 0, · · · , N − 1.

Εποµένως για την πολυεδρική αναπαράσταση της επιφάνειας απαιτούνται οι ακόλουθοι τρεις

64



F0 Ei1,0 , Ei2,0 , Ei3,0 (τρίγωνο)

F1 Ei1,1 , Ei2,1 , Ei3,1 , Ei4,1 (τετράπλευρο)

· · ·
FL−1 Ei1,L−1 , Ei2,L−1 , Ei3,L−1 , Ei4,L−1 (τετράπλευρο)

Πίνακασ 7.3: Ενδεικτικός Πίνακας Πολυγώνων (ΠΠ).
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p0 x0, y0, z0

p1 x1, y1, z1

· · ·
p4 x4, y4, z4

E0 p0, p1

E1 p1, p2

E2 p2, p3

E3 p3, p4

E4 p4, p0

E5 p0, p2

F0 E0, E1, E5 (τρίγωνο)

F1 E2, E3, E4, E5 (τετράπλευρο)

Σχήµα 7.1: Επιφάνεια αποτελούµενη από δύο πολύγωνα, ένα τρίγωνο F1 και ένα τετράπλευρο F2

και οι αντίστοιχοι πίνακες ΠΚ, ΠΑ και ΠΠ.

πίνακες (ή οτιδήποτε ισοδύναµο µε αυτούς): (1) ο πίνακας κορυφών (ΠΚ) (αντίστοιχος του πίνακα

7.1 που ορίσθηκε για τις γραµµές), (2) ο πίνακας ακµών (ΠΑ) (αντίστοιχος του ΠΤ, �λ. πίνακα

7.2) και (3) ο πίνακας πολυγώνων (ΠΠ)(�λ. πίνακα 7.3).

7.2 Προσέγγιση µέσω αναπτύγµατος σε συναρτήσεις �άσης

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί οι µέθοδοι προσέγγισης καµπυλών και επιφανειών µε τη χρήση συναρτή-

σεων �άσης αναπαριστούν τα σηµεία της της γραµµής ή της επιφάνειας µέσω µίας παραµετροποιη-

µένης συνάρτησης P(t) όπου η παράµετρος t λαµβάνει τιµές σε ένα κλειστό διάστηµα. Για κάθε

σηµείο p αντιστοιχεί µία τιµή της µεταβλητής t = tp τέτοια ώστε p = P(tp) και αντίστροφα κά-

ϑε τιµή της µεταβλητής εντός του κλειστού διαστήµατος παράγει ένα σηµείο της γραµµής ή της
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επιφάνειας.

Η συνάρτηση P(t) ορίζεται ως άθροισµα πεπερασµένου πλήθους συναρτήσεων �άσης, φi(t),

µε �άρη ένα πλήθος n + 1 σηµείων ελέγχου, pi , δηλαδή,

P(t) =

n∑

i=0

piφi(t) (7.1)

Σηµειώνεται ότι η έκφραση (7.1) µπορεί να περιγράψει εξίσου καλά καµπύλες γραµµές και

επιφάνειες ανάλογα µε τη διάσταση της παραµέτρου t. Συγκεκριµένα αν t ∈ R η (7.1) περιγράφει

γραµµές ενώ αν t ∈ R2 η ίδια έκφραση περιγράφει επιφάνειες. Ειδικότερα για την περίπτωση

των γραµµών τα σηµεία-�άρη, pi , είναι σηµεία του επιπέδου τότε και η P(t) περιγράφει επί-

πεδες καµπύλες γραµµές ενώ αν τα pi είναι σηµεία του τρισδιάστατου χώρου η P(t) περιγράφει

τρισδιάστατες γραµµές στον ίδιο χώρο.

Για την προσέγγιση γραµµών (t ∈ R) ως συναρτήσεις �άσης φi(t) επιλέγονται πολυώνυ-

µα της µεταβλητής t. Αντίστοιχα για την προσέγγιση επιφανειών (t = [t1, t2]T ∈ R2) χρησι-

µοποιούνται συνήθως διαχωρίσιµα πολυώνυµα των �αθµωτών µεταβλητών t1, t2, δηλαδή φi(t) =

φ(1)
i (t1)φ(2)

i (t2).

7.2.1 Πολυώνυµα Βάσης

Παρότι στην έκφραση (7.1) µπορούν να χρησιµοποιηθούν ποικίλα πολυώνυµα, δυο-τρεις οικογένειες

έχουν επικρατήσει λόγω των ιδιοτήτων που προσδίδουν στη συνάρτηση P(t). Στη συνέχεια εξετά-


ονται οι δύο επικρατέστερες οικογένεις τέτοιων πολυωνύµων, τα πολυώνυµα Bernstein και τα

πολυώνυµα B-splines για �αθµωτές εκδοχές της παραµέτρου t (t ∈ R).

Πολυώνυµα Bernstein �αθµού n

Τα πολυώνυµα αυτά ορίζονται στο διάστηµα t ∈ [0, 1) ως εξής :

φBEk,n(t) =
n!

k!(n − k)!
tk(1− t)n−k, k = 0, . . . , n (7.2)

΄Οπως υποδηλώνει η (7.2) ορίζονται n + 1 πολυώνυµα Bernstein �αθµού n. Για παράδειγµα

για n = 3 ορίζονται τα ακόλουθα 4 πολυώνυµα:

φBE0,3(t) = 1− 3t + 3t2 − t3

φBE1,3(t) = 3t − 6t2 + 3t3

φBE2,3(t) = 3t2 − 3t3

φBE3,3(t) = t3
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Πολυώνυµα B-Splines �αθµού m

Για τον ορισµό πλήθους n+ 1 πολυωνύµων B-splines �αθµού m1 απαιτείται η επιλογή n+m + 2

διακριτών τιµών της µεταβλητής t, έστω t0, t1, . . . , tn+m+1. ∆εδοµένων αυτών των διακριτών τιµών

τα πολυώνυµα B-splines ορίζονται αναδροµικά ως ακολούθως :

φBSk,0(t) =





1 tk 6 t < tk+1

0 αλλού
(7.3)

και

φBSk,m(t) =
t − tk

tk+m − tk
φBSk,m−1(t) +

tk+m+1 − t
tk+m+1 − tk+1

φBSk+1,m−1(t), k = 0, . . . , n. (7.4)

Είναι εύκολο να επαληθευθεί ότι

φBSk,m(tk) = φBSk,m(tk+m+1) = 0, n > 1.

Για το λόγο αυτό οι τιµές tk ονοµάζονται δεσµοί (knots).

Συχνά είναι χρήσιµο δύο ή περισσότεροι δεσµοί να ταυτίζονται. Σε αυτή την περίπτωση τα

πηλίκα
φBSk,m−1(t)
tk+m−tk και

φBSk+1,m−1(t)
tk+m+1−tk+1

στην έκφραση (7.4) αποκτούν τη µορφή 0
0 . Για την άρση αυτής

της απροσδιοριστίας χρησιµοποιείται η σύµβαση 0
0 = 0.

Στο σηµείο αυτό αξίζει να τονιστεί ότι ενώ το πλήθος των διαφορετικών πολυωνύµων Bernstein

�αθµού m είναι ακριβώς m+1, το πλήθος n+1 των διαφορετικών πολυωνύµων B-splines �αθµού

m δεν εξαρτάται από το �αθµό αλλά από το αριθµό των δεσµών tk, k = 0, . . . , n + m + 1 που

χρησιµοποιούνται κατά τον ορισµό τους. Συνεπώς µπορεί να γίνει αυθαίρετα µεγάλο.

Ιδιαίτερο πρακτικό ενδιαφέρον για την προσέγγιση καµπυλών και επιφανειών έχουν τα πολυώνυ-

µα B-splines �αθµού m = 2 (quadratic B-splines) και m = 3 (cubic B-splines).

7.2.2 Προσέγγιση καµπύλης γραµµής (Bezier Curves)

Η µεθοδολογία Bezier για την προσέγγιση καµπύλων γραµµών συνίσταται στην επιλογή n + 1

σηµείων ελέγχου pi , i = 0, . . . , n και προσέγγιση της καµπύλης µέσω της παραµετρικής εξίσωσης

(7.1). Ανάλογα µε την επιλογή των πολυωνύµων �άσης η µέθοδος εξειδικεύεται σε Προσέγγιση

Bezier - Bernstein, Προσέγγιση Bezier - B-Splines, κ.λπ.

Προσέγγιση Bezier - Bernstein

Στην προσέγγιση αυτή η έκφρση (7.1) εξειδικεύεται στην

1Για το �αθµό των πολυωνύµων B-Splines χρησιµοποιείται εδώ το σύµβολο m σε αναντιστοιχία µε τα πολυώνυµα

Bernstein που για το �αθµό τους χρησιµοποιήθηκε το σύµβολο n. Ο λόγος, όπως ϑα διαφανεί στη συνέχεια, είναι ότι

και στις δύο περιπτώσεις η ποσότητα n + 1 αντιστοιχεί στο πλήθος των διαφορετικών πολυωνύµων που ορίζοντται.
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P(t) =
n∑

i=0

piφ
BE
i,n (t), 0 6 t 6 1, (7.5)

όπου χρησιµοποιούνται τα πλήθους n + 1 πολυώνυµα Bernstein �αθµού n της εξίσωσης (7.2).

Τα σηµεία ελέγχου pi που χρησιµοποιούνται ώς συντελεστές του γραµµικού συνδιασµού µ-

πορεί να είναι είτε υπό τη µορφή συµβατικών είτε υπό τη µορφή οµογενών συντεταγµένων. Η

µορφή της P(t) ϑα είναι αντίστοιχη2 .

Βασικές ιδιότητες της προσέγγισης Bezier-Bernstein:

1. p0 = P(0) και pn = P(1)

2. Τα ευθύγραµµα τµήµατα p0p1 και pn−1pn εφάπτονται στην καµπύλη P(t) στα σηµεία p0

και pn αντίστοιχα. Αναλυτικότερα, τα διανύσµατα παραγώγων της P(t) στα εν λόγω σηµεία

υπακούουν στις σχέσεις Ṗ(0) = n−−−→p0p1 και Ṗ(1) = n−−−−−→pn−1pn.

3. Ολόκληρη η καµπύλη περιέχεται στο κυρτό περίβληµα (convex hull) των σηµείων ελέγχου

p0, . . . , pn .

4. ∆ύο καµπύλες Bezier-Bernstein,P(t) και P′(t) µπορούν να συνδεθούν χωρίς να εµφανίζεται

σηµείο ϑλάσης (συνεχής πρώτη παράγωγος) αρκεί p′0 = pn και pn−1pn παράλληλο του

p′0p
′
1.

Συνήθως κατά την προσέγγιση Bezier - Bernstein οι καµπύλες γραµµές προσεγγίζονται κατά

τµήµατα που το καθένα ελέγχεται από 4 σηµεία ελέγχου (n = 3).

Προσέγγιση Bezier - B-Splines

Στην προσέγγιση αυτή στην έκφραση (7.1) χρησιµοποιούνται n+ 1 πολυώνυµα B-splines �αθµού

m (συνήθως m = 2 ή m = 3):

P(t) =

n∑

i=0

piφ
BS
i,m(t), 0 6 t 6 n −m + 1, (7.6)

Για τη δηµιουργία των πολυωνύµων �άσης τύπου B-splines επιλέγονται ως δεσµοί οι τιµές

[t0, . . . , tn+m+1] = [ 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m+1

, 1, 2, . . . , n −m︸ ︷︷ ︸
n−m

, n −m + 1, . . . , n −m + 1︸ ︷︷ ︸
m+1

] (7.7)

Τα σηµεία ελέγχου pi που χρησιµοποιούνται ώς συντελεστές του γραµµικού συνδιασµού µ-

πορεί να είναι είτε υπό τη µορφή συµβατικών είτε υπό τη µορφή οµογενών συντεταγµένων. Η

µορφή της P(t) ϑα είναι αντίστοιχη3 .

Βασικές ιδιότητες της προσέγγισης Bezier - B-splines:

2Για την περίπτωση των οµογενών συντεταγµένων, λόγω της ταυτότητας
∑n

k=0
n!

k!(n−k)! t
k(1 − t)n−k = 1, η τελευταία
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Σχήµα 7.2: Τα πολυώνυµα B-splines φBSi,m(t) �αθµού m = 3, για προσέγγιση γραµ-

µής µε χρήση n + 1 = 10 σηµείων ελέγχου µε δεσµούς [t0, . . . , tn+m+1] =

[0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 7, 7, 7].
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Σχήµα 7.3: Προσέγγιση επίπεδης καµπύλης γραµµής µε χρήση n + 1 = 10 σηµείων ελέγχου

µέσω αναπτύγµατος στα πολυώνυµα B-splines �αθµού m = 3 του Σχήµατος 7.2.
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1. Ισχύουν οι ιδιότητες της προσέγγισης Bezier - Bernstein που αναφέρθηκαν στην προηγού-

µενη ενότητα.

2. Αν υπάρχουν m+1 (ή περισσότερα) συγγραµµικά σηµεία ελέγχου ανάµεσά τους η καµπύλη

γίνεται ευθεία. Για παράδειγµα, στην προσέγγιση του Σχήµατος 7.3 το τµήµα µεταξύ των-

σηµείων p3 ως p5 είναι ευθύγραµµο επειδή τα 5 ( > m + 1 = 4) σηµεία ελέγχου p2 ως p6

είναι συγγραµµικά.

3. Αν αλλάξει η ϑέση ενός σηµείου ελέγχου επηρεάζονται µόνο m + 1 περιοχές της καµπύλης

στη γειτονιά του σηµείου.

4. Επιτρέπεται η χρήση σηµείων ελέγχου µε πολλαπλότητα µεγαλύτερη του 1 (pi = pi+1 = . . .).

Το αποτέλεσµα είναι να έλκεται η καµπύλη πλησιέστερα προς τη ϑέση αυτών των σηµείων

σε σχέση µε το να υπήρχε στην ίδια ϑέση ένα µόνο (απλό) σηµείο ελέγχου.

7.2.3 Προσέγγιση επιφάνειας

Η προσέγγιση επιφανειών µε τη χρήση συναρτήσεων �άσης είναι µια άµεση επέκταση των αν-

τίστοιχων µεθόδων για καµπύλες γραµµές. Ως σηµεία ελέγχου χρησιµοποιούνται σηµεία του

τρισδιάστατου χώρου τα οποία διατάσσονται στο λεγόµενο οδηγό δίκτυο (guiding net):

pij =





i = 0, . . . , m

j = 0, . . . , n

Η παράµετρος t είναι διδιάστατη,

t =


 t1

t2


 ,

και συνήθως χρησιµοποιούνται διαχωρίσιµα πολυώνυµα των µεταβλητών t1, t2.

Προσέγγιση Bezier - Bernstein

Η επιφάνεια προσεγγίζεται από τη συνάρτηση,

P(t1, t2) =
m∑

i=0

n∑

j=0

pij φ
BE
i,m(t1) φBEj,n (t2), 0 6 t1, t2 6 1, (7.8)

συνιστώσα του αποτελέσµατος P(t) ϑα είναι µονάδα όπως απαιτείται
3Για την περίπτωση των οµογενών συντεταγµένων, αποδεικνύεται πως, υπό προϋποθέσεις που ισχύουν στην πράξη,∑n
i=0 φ

BS
i,m(t) = 1, 0 6 t 6 n − m + 1 οπότε η τελευταία συνιστώσα του αποτελέσµατος P(t) ϑα είναι µονάδα όπως

απαιτείται
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Σχήµα 7.4: Προσέγγιση επιφάνειας µε χρήση (m + 1) × (n + 1) = 5 × 5 σηµείων ελέγχου µέσω

αναπτύγµατος σε πολυώνυµα B-splines �αθµού k = l = 3. Τα σηµεία ελέγχου παριστάνονται µε

κόκκινους κύκλους, το οδηγό πλέγµα µε πράσινες γραµµές και η προσέγγιση της επιφάνειας µε

µπλέ.

Προσέγγιση Bezier - B-splines

Η επιφάνεια προσεγγίζεται από τη συνάρτηση,

P(t1, t2) =

m∑

i=0

n∑

j=0

pij φ
BS
i,k (t1) φBSj,l (t2), 0 6 t1 6 m − k + 1, 0 6 t2 6 n − l + 1, (7.9)

Το σύνολο των δεσµών (knots) που χρησιµοποιείται ορίζεται αντίστοιχα προς τη µονοδιάστατη

περίπτωση χωριστά για κάθε µία από τις µεταβλητές t1 και t2 (�λ. εξίσωση (7.7)).

Συνήθως χρησιµοποιούνται quadratic (k = l = 2) ή cubic (k = l = 3) πολυώνυµα τύπου

B-splines.

Στο Σχήµα 7.4 παρουσιάζεται ένα παράδειγµα µε σηµεία ελέγχου ισοκατανεµηµένα ως προς

τις συνιστώσες x, y στην περιοχή [−2, 2]× [−2, 2] και µε συνιστώσα z = (x − 5)e−((x−5)2+(y−5)2).
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7.3 Μετασχηµατισµοί affine καµπύλων γραµµών και επιφανειών

Οι µετασχηµατισµοί καµπύλων γραµµών και επιφανειών ανάγονται στους αντίστοιχους µετασχη-

µατισµούς καθενός από τα σηµεία τους.

Στην περίπτωση της αναπαράστασης µε τη χρήση ευθυγράµµων τµηµάτων ή πολυγώνων ο

µετασχηµατισµός υλοποιείται µέσω του αντίστοιχου µετασχηµατισµού των κορυφών της τεθλασ-

µένης γραµµής ή του πολυέδρου. Η διαδικασία συνεπώς ανάγεται στην παραγωγή ενός νέου

Πίνακα Κορυφών (ΠΚ) ενώ οι υπόλοιποι πίνακες (ευθυγράµµων τµηµάτων για τις γραµµές ή ακ-

µών και πολυγώνων για τις επιφάνειες) δεν αλλάζουν.

΄Ενα σηµαντικό µειονέκτηµα της αναπαράστασης µε τη χρήση ευθυγράµµων τµηµάτων ή

πολυγώνων είναι η αυξηµένη υπολογιστική πολυπλοκότητα της υλοποίηση των µετασχηµατισµών

καθώς απαιτείται ο υπολογισµός να επαναληφθεί για το µεγάλο πλήθος κορυφών.

Στην περίπτωση της αναπαράστασηςµε τη χρήση αναπτύγµατος σε συναρτήσεις �άσης αποδεικνύε-

ται ότι το µόνο που απαιτείται είναι ο µετασχηµατισµός των σηµείων ελέγχου. Πράγµατι αν Lh

είναι ο πίνακας του µετασχηµατισµού affine και τα σηµεία έχουν εκφραστεί σε οµογενείς συντε-

ταγµένες, κάθε σηµείο της καµπύλης/επιφάνειας P(t) µετασχηµατίζεται ως ακολούθως :

LhP(t) = Lh

∑

i

piφi(t)

=
∑

i

Lhpiφi(t)

=
∑

i

qiφi(t), (7.10)

όπου qi
4
=Lhpi .
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Κεφάλαιο 8

Φωτισµός (Illumination)

8.1 Βασικοί ορισµοί και παραδοχές

Με τον όρο Φωτισµός εννοούµε τι διαδικασία υπολογισµού της έντασης της ϕωτεινής ακτινοβολί-

ας που προσλαµβάνει ο ϑεατής (π.χ. µία κάµερα) από ένα συγκεκριµένο σηµείου αντικειµένου

που �ρίσκεται στο οπτικό του πεδίο. Η ϕωτεινή ακτινοβολία µπορεί να προέρχεται από ανάκ-

λαση, διάχυση, διάθλαση, αυτοφωτισµό. Μεθοδολογικά οι µέθοδοι υπολογισµού του ϕωτισµού

χωρίζονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες : (α) τις ευριστικές αλλά ελκυστικά απλές µεθόδους και

(�) αυτές που προσοµοιώνουν µοντέλα ϕυσικής οπτικής. Οι δεύτερες παρέχουν πολύ ϕυσικότερα

αποτελέσµατα µε κόστος αρκετά µεγαλύτερη πολυπλοκότητα.

8.2 Απλά (ευριστικά) µοντέλα ϕωτισµού

8.2.1 Αυτοφωτισµός

Iλ = kiλ , (8.1)

όπου Iλ η προσλαµβανόµενη ϕωτεινότητα σε µήκος κύµατος λ λόγω του συντελεστή εσωτερικής

ϕωτεινότητας kiλ .

8.2.2 ∆ιάχυτο ϕως από το περιβάλλον (ambient light)

Iλ = Iaλkaλ , (8.2)

όπου ο συντελεστής ανάκλασης διάχυτου ϕωτός, kaλ , αποτελεί χαρακτηριστικό της ανακλαστικής

επιφάνειας στην οποία ανήκει το µελετούµενο σηµείο και Iaλ είναι η ένταση του διάχυτου ϕωτισµού

73



που επικρατεί στο χώρο που �ρίσκεται η ίδια επιφάνεια. Το προσλαµβανόµενο διάχυτο ϕώς δεν

εξαρτάται από τον προσανατολισµό της επιφάνειας ούτε από τη γωνία ϑέασής της. Στις εικόνες

του Σχήµατος 8.5 εµφανίζονται τρία παραδείγµατα αυτοφωτισµού µίας σφαιρικής επιφάνειας.

Και στις τρείς περιπτώσεις υποθέτουµε λευκό διάχυτο ϕώς έντασης Ia = 1.0. Ο συντελεστής

ανάκλασης διάχυτου ϕωτός της σφαιρικής επιφάνειας, ka , παίρνει τις τιµές 0.5, 0.7 και 0.9. Αξίζει

να επισηµανθεί, για την κατανόηση των τιµών των παραµέτρων, ότι αν ήταν Ia = 1.0 και ka = 1.0

η σφαίρα ϑα αποκτούσε χρώµα απολύτως λευκό1.

8.2.3 ∆ιάχυτη ανάκλαση (diffuse reflection - Lambertian reflection)

Ο ϕωτισµός του είδους αυτού προέρχεται από ανάκλαση ϕωτεινών ακτίνων προερχόµενων στην

απλούστερη περίπτωση από σηµειακή πηγή σε επιφάνεια που λόγω της τραχείας υφής της διαχέει

το ϕως προς όλες τις κατευθύνσεις σύµφωνα µε το νόµο του Lambert. Ειδικότερα, σύµφωνα µε

αυτό το µοντέλο, µία στοιχειώδης περιοχή dE περί το υπό εξέταση σηµείο P ανακλά προς µία

συγκεκριµένη κατεύθυνση, ϕωτεινή ισχύ,

Iλ ∝ dE cos b (8.3)

όπου b η γωνία ϑέασης που σχηµατίζεται µεταξύ του µοναδιαίου διανύσµατος N̂ που είναι κά-

ϑετο στην επιφάνεια επί του σηµείου P και του µοναδιαίου διανύσµατος V̂ που δείχνει προς τον

παρατηρητή. Αν εξετάσουµε όµως ένα στοιχειώδη κύλινδρο διατοµής dA µε κατεύθυνση από το

σηµείο P προς τον παρατηρητή, ισχύει ότι,

dE =
dA

cos b
, (8.4)

οπότε από το συνδυασµό των εξισώσεων (8.3) και (8.4) προκύπτει ότι η προσλαµβανόµενη από τον

παρατηρητή ϕωτεινή ισχύς δεν εξαρτάται από τη γωνία ϑέασης b (�λ. Σχήµα 8.2).

Αντιθέτως, η προσλαµβανόµενη ϕωτεινότητα Iλ εξαρτάται µόνο από τη γωνία πρόσπτωσης a

της ακτίνας στο εξεταζόµενο σηµείο, P. Η γωνία a ισούται µε τη γωνία που σχηµατίζεται µεταξύ

του µοναδιαίου διανύσµατος L̂ που έχει κατεύθυνση παράλληλη προς την προσπίπτουσα ϕωτεινή

ακτίνα και του µοναδιαίου διανύσµατος N̂ (�λ. Σχήµα 8.1). Συγκεκριµένα,

Iλ = Ipλ kdλ cos a = Ipλ kdλ (N̂ · L̂) , (8.5)

για a ∈ [−π/2, π/2] ή ισοδύναµα cos a = N̂ · L̂ > 0. Στην εξ. (8.5), Ipλ είναι η ένταση της

προσπίπτουσας ακτινοβολίας µήκους κήµατος λ και kdλ ∈ [0 1] ο συντελεστής διάχυτης ανάκλασης

1Σε αυτό και σε όλα τα παραδείγµατα που ακολουθούν το background ϑα έπρεπε να εµφανίζεται µαύρο αντί για

λευκό καθώς δεν περιέχει ανακλαστικά στοιχεία. Παρουσιάζεται, ωστόσο, κατά παρέκκλιση λευκό για προφανείς

οικολογικούς-οικονοµικούς λόγους
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Σχήµα 8.1: Ανάκλαση ϕωτός που προέρχεται από (α) σηµειακή πηγή S και (�) από παράλληλη

ϕωτεινή δέσµη (ισοδύναµη σηµειακή πηγή σε άπειρη απόσταση).

L

N


a
 b


S


dA


dA / cosb


V


Σχήµα 8.2: Η γωνία ϑέασης δεν επηρεάζει την προσλαµβανόµενη ϕωτεινότητα σύµφωνα µε το

µοντέλο διάχυσης του Lambert.

για το ίδιο µήκος κύµατος. Η ένταση Ipλ χαρακτηρίζει την ϕωτεινή πηγή ενώ ο συντελεστής kdλ

την υφή της επιφάνειας στην οποία ανήκει το εξεταζόµενο σηµείο P.

Για την περίπτωση σηµειακών πηγών, το µοντέλο της εξ. (8.5) µπορεί να τροποποιηθεί ώστε να

λαµβάνει υπόψη την απόσταση της πηγής από το σηµείο πρόσπτωσης :

Iλ = Ipλ,0 fatt kdλ (N̂ · L̂) , (8.6)

όπου ο συντελεστής εξασθένισης fatt = 1/d2 και d = |SP| η απόσταση της σηµειακής πηγής S από

το σηµείο P. Με Ipλ,0 συµβολίζεται η ένταση της ϕωτεινής πηγής σε απόσταση d = 1. Σε ορισµένες

περιπτώσεις αντί της προηγούµενης έκφρασης, χρησιµοποιείται για το συντελεστή εξασθένισης η

µορφή fatt = min( 1
c1+c2d+c3d2 , 1) όπου οι σταθερές c1, c2, c3 επιλέγονται ώστε να επιτυγχάνεται

καλύτερο αισθητικό αποτέλεσµα ενώ λαµβάνεται µέριµνα ώστε 0 6 fatt 6 1.

΄Ενα παράδειγµα της λειτουργίας του µοντέλου διάχυτης ανάκλασης παρουσιάζεται στο Σχήµα

8.6. Σε σφαιρική επιφάνεια ακτίνας ρ = 1 και κέντρο στην αρχή του συστήµατος συντεταγµένων,

προσπίπτει λευκό ϕως έντασης Ip,0 = 1 προερχόµενο από σηµειακή πηγή. Η σχετική ϑέση
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Σχήµα 8.3: Σύµφωνα µε το µοντέλο του Phong το σηµείο P εκπέµπει ϕωτεινή ακτινοβολία ακόµη

και προς γωνίες ϑέασης b που δεν ταυτίζονται µε τη γωνία πρόσπτωσης a.

της σφαίρας, της πηγής και του παρατηρητή ϕαίνεται στο Σχήµα 8.4. Στα τρία παραδείγµατα ο

συντελεστής διάχυτης ανάκλασης, kd , είχε αντίστοιχα τιµές .5, .7 και .9 και ήταν ανεξάρτητος του

µήκους κύµατος.

8.2.4 Κατοπτρική ανάκλαση

Το µοντέλο αυτό προσεγγίζει το ϕωτισµό που παράγεται από την πρόσπτωση ϕωτός σε γυαλιστερές

επιφάνειες.

Ιδανική περίπτωση γυαλιστερής επιφάνειας αποτελούν τα τέλεια κάτοπτρα για τα οποία η

ϕωτεινή ακτινοβολία που ϕτάνει στον παρατηρητή από το σηµείο P υπακούει στη σχέση:

Iλ = Ipλ ksλδ(b − a) , (8.7)

δηλαδή ο παρατηρητής αντιλαµβάνεται ϕωτισµό µή-µηδενικής έντασης Ipλ ksλ µόνο όταν η γωνία

ϑέασης b ισούται µε τη γωνία προσπτώσεως a. Ο συντελεστής κατοπτρικής ανάκλασης, ksλ ,

αντιστοιχεί στο κλάσµα της ακτινοβολίας που ανακλάται από την επιφάνεια (για το συγκεκριµένο

µήκος κύµατος λ).

Το µοντέλο του ιδανικού ανακλαστήρα της εξ. (8.7) γενικεύεται σε µή ιδανικούς ανακλαστήρες

οι οποίοι επιτρέπουν τη διασπορά ανακλώµενης ϕωτεινής ακτινοβολίας και σε παράπλευρες γωνίες

ϑέασης b 6= a:

Iλ = Ipλ ksλ cos(b − a)n , (8.8)

Το µοντέλο της εξ. (8.8) οφείλεται στον Phong. Η ακέραια σταθερά n καθορίζει το �αθµό διασποράς

των ανακλώµενων ακτίνων. ΄Οταν n →∞ το µοντέλο της εξ. (8.8) τείνει σε αυτό της (8.7).

Με αναφορά στο σχήµα 8.3, αν R̂ είναι το διάνυσµα που περιγράφει την ευθεία της ιδανικής

ανάκλασης (δηλ., το R̂ είναι συµµετρικό του L̂ ως προς το N̂ ), η γωνία b − a ισούται µε τη γωνία
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µεταξύ των R̂ και V̂ , οπότε cos(b − a) = R̂ · V̂ . Εύκολα µπορεί να ελεγχθεί ότι R̂ · V̂ =

(2N̂(N̂ · L̂)− L̂) · V̂ οπότε η εξ. (8.8) γράφεται :

Iλ = Ipλ ksλ(R̂ · V̂ )n

= Ipλ ksλ
(
(2N̂(N̂ · L̂)− L̂) · V̂

)n
, (8.9)

Στο Σχήµα 8.7(α-γ) παρουσιάζονται παραδείιγµατα της λειτουργίας του µοντέλου κατοπτρικής

ανάκλασης. Χρησιµοποιείται η διάταξη αντικειµένου - πηγής - ϑεατή του Σχήµατος 8.4. Κατά

σειρά στα τρία παραδείγµατα ο συντελεστής διάχυτης ανάκλασης, ks, είχε τιµές .5, .7 και .9 και

ήταν ανεξάρτητος του µήκους κύµατος ενώ ο εκθέτης του Phong ήταν n = 3.

8.2.5 Το συνολικό µοντέλο ϕωτισµού

Συγκεντρώνοντας όρους από τα επιµέρους µοντέλα ϕωτισµού προκύπτει το ακόλουθο συνοπτικό

µοντέλο :

Iλ = kiλ + Iaλkaλ +
N∑

k=1

[
Ikpλ,0 f

k
att

[
kdλ (N̂ · L̂k) + ksλ(R̂

k · V̂ )n
]]

(8.10)

στο οποίο έχουν συµπεριληφθεί N ϕωτεινές πηγές.

Η εξ. (8.10) αναφέρεται σε υπολογισµούς που αφορούν ένα συγκεκριµένο µήκος κύµατος λ.

Αν οι πηγές είναι πολυχρωµατικές, ο συνολικός ϕωτισµός υπολογίζεται για το σύνολο των παρόντων

µηκών κύµατος ώς :

I =




Iλ1

Iλ2
...

IλΛ



, (8.11)

όπου Λ το πλήθος των παρόντων ϕωτεινών συνιστωσών και λl, l = 1 · · ·Λ τα αντίστοιχα µήκη

κύµατος. Πρακτικά, όταν για παράδειγµα χρησιµοποιείται το σύστηµα χρωµατικών συντεταγµένων

RGB η παραπάνω εξίσωση γίνεται

IRGB =




IR

IG

IB


 . (8.12)

Στα Σχήµατα 8.8 και 8.9 παρουσιάζεται το αποτέλεσµα της συνδυασµένης χρήσης των µοντέλων

ϕωτισµού από το περιβάλλον, διάχυτης ανάκλασης και κατοπτρικής ανάκλασης στη σφαιρική

επιφάνεια που χρησιµοποιήθηκε και προηγουµένως.

Οι εικόνες 8.8(α-γ) αντιστοιχούν σε τρείς διαφορετικές ϑέσεις του παρατηρητή ενώ οι παράµετροι

της πηγής και της ϕωτιζόµενης επιφάνειας παραµένουν αµετάβλητες : ΄Ενταση διάχυτης ϕωτεινής
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Σχήµα 8.4: Η διάταξη σφαιρικού αντικειµένου ακτίνας ρ = 1, µε κέντρο [0, 0, 0]T , πηγής

λευκού ϕωτός (◦) στη ϑέση [−4.24, 0, 0]T και παρατηρητή (�) στη ϑέση [−3, −3, 0]T που

χρησιµοποιήθηκε στα παραδείγµατα.

ακτινοβολίας Ia = 1, ένταση λευκής σηµειακής ϕωτεινής πηγής Ip,0 = 1 και συντελεστές

ανακλαστικότητας της επιφάνειας ka = 0.3, kd = 0.5, ks = 0.7. Ο εκθέτης του Phong n = 3.

Στην εικόνα του Σχήµατος 8.9 οι παραπάνω παράµετροι διατηρούνται εκτός του εκθέτη του

Phong που γίνεται n = 9. Η αλλαγή αυτή έχει σαν αποτέλεσµα να συρρικνωθεί η περιοχή που

ϕωτίζεται λόγω ανάκλασης όπως άλλωστε αναµενόταν καθώς όσο µεγαλώνει το n το µοντέλο του

Phong τείνει στο ιδανικό ανακλαστή.

Το επόµενο παράδειγµα επιδεικνύει τη συνύπαρξη πολλαπλών πηγών που εκπέµπουν από

διαφορετική ϑέση και σε διαφορετικό µήκος κύµατος (χρώµα). Χρησιµοποιήθηκε η διάταξη του

Σχήµατος 8.10 µε τρείς µονοχρωµατικές πηγές διατεταγµένες ώς εξής : Η κόκκινη, έντασης I0,R =

1 στη ϑέση [−4.24, 0, 0]T , η πράσινη, έντασης I0,G = 1 στη ϑέση [−3.5, −3.5, 0]T και η µπλέ,

έντασης I0,B = 1 στη ϑέση [0, −4.24, 0]T . Επιπλέον ο διάχυτος περιβαλλοντικός ϕωτισµός

ήταν λευκός µε ένταση Ia = 1. Ο ϑεατής τοποθετήθηκε στη ϑέση [−3, 0, 1]T . Οι συντελεστές

ανάκλασης της επιφάνειας ήταν ανεξάρτητες του µήκους κύµατος και είχαν τιµές ka = 0.3,

kd = 0.5, ks = 0.7. Ο εκθέτης του Phong n = 9.
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(α) (�) (γ)

Σχήµα 8.5: Φωτισµός από διάχυτο ϕώς του περιβάλλοντος έντασης Ia = 1.0. (α) ka = 0.5, (�)

ka = 0.7, (γ) ka = 0.9.

(α) (�) (γ)

Σχήµα 8.6: Φωτισµός από διάχυτη ανάκλαση. Η ένταση της σηµειακής πηγής είναι Ip,0 = 1, δεν

λαµβάνεται υπόψη η εξασθένιση λόγω απόστασης (fatt = 1), και οι συντελεστές διάχυτης ανάκλασης

είναι κατά περίπτωση (α) kd = 0.5, (�) kd = 0.7, (γ) kd = 0.9.

(α) (�) (γ)

Σχήµα 8.7: Φωτισµός από κατοπτρική ανάκλαση. Η ένταση της σηµειακής πηγής είναι Ip,0 = 1,

δεν λαµβάνεται υπόψη η εξασθένιση λόγω απόστασης (fatt = 1), ο παρατηρητής �ρίσκεται σε

όλα τα παραδείγµατα στην ίδια ϑέση µε συντεταγµένες [−3, −3, 0]T , και οι συντελεστές διάχυτης

ανάκλασης είναι κατά περίπτωση (α) ks = 0.5, (�) ks = 0.7, (γ) ks = 0.9.
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(α) (�) (γ)

Σχήµα 8.8: Συνδυασµός ϕωτισµού από το περιβάλλον, διάχυτης και κατοπτρικής ανάκλασης από

λευκή σηµειακή πηγή. Η ένταση της σηµειακής πηγής είναι Ip,0 = 1, δεν λαµβάνεται υπόψη

η εξασθένιση λόγω απόστασης (fatt = 1), οι τιµές των παραµέτρων είναι ka = 0.3, kd = 0.5,

ks = 0.7 και n = 3 ενώ ο παρατηρητής �ρίσκεται κατά περίπτωση στις ϑέσεις (α) [−3, −3, 0]T ,

(�) [−3, 0, 1]T και (γ) [−3, 0, 1]T .

Σχήµα 8.9: Επανάληψη του παραδείγµατος του Σχήµατος 8.8.γ µε n = 9.
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Σχήµα 8.10: Η διάταξη σφαιρικού αντικειµένου, τριών πηγών (R, G, B) (◦) και παρατηρητή (�)

που χρησιµοποιήθηκε στο παράδειγµα.

Σχήµα 8.11: Συνδυασµός ϕωτισµού από το περιβάλλον, διάχυτης και κατοπτρικής ανάκλασης

από τρείς µονοχρωµατικές πηγές χρώµατος κόκκινου, πράσινου, µπλέ έντασης Ip,0 = 1. Οι

παράµετροι του σύνθετου µοντέλου είναι ka = 0.3, kd = 0.5, ks = 0.7 και n = 3 και ο

παρατηρητής �ρίσκεται στη ϑέση [−3, 0, 1]T .
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8.3 Μοντέλα ϕωτισµού µε �άση τη ϕυσική οπτική

(Η ενοτητα αυτη δεν θα περιληφθει στις σηµειωσεις του ακαδηµαϊκου ετους 2003.)
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